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Возбуждение гармонической волны в полубесконечном несжимаемом 
гиперупругом одномерном стержне на основе уравнения состояния 
Муни–Ривлина показывает образование и распространение фронтов 
ударных волн, возникающих между более быстрыми и более медленны-
ми частями первоначально гармонической волны. Наблюдаемые фронты 
ударных волн приводят к поглощению медленно движущихся частей бо-
лее быстрыми, что ведет к затуханию кинетической и упругой энергии 
деформаций с соответствующим выделением тепла. Установлено, что 
на достаточном расстоянии от края стержня вследствие затухания меха-
нической энергии возникает акустическая черная дыра. Геометрически 
и физически нелинейные уравнения движения решаются явной схемой 
численного интегрирования Лакса–Вендроффа в сочетании с методом 
конечных элементов для пространственной дискретизации. 
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1.  Введение. 
1.1. Обзор литературы. С момента первых работ Рэнкина (1870) [1] и 

последующих публикаций [2–4] было известно, что при распространении 
фронта ударной волны в жидкой или газообразной среде без вязкости об-
щая механическая энергия может уменьшаться с соответствующим выделе-
нием тепла; этот факт позже был подтвержден большим количеством теоре-
тических исследований [5–14]. Также известно, что при прохождении через 
фронт ударной волны происходит разрыв основных параметров поля, таких 
как давление, температура, деформация и т.д., см. [15–19].

Полная формулировка для нахождения скорости фронта ударной вол-
ны в жидкой и газообразной среде включает уравнения сохранения мас-
сы, импульса и энергии вместе с уравнением состояния Навье–Сток-
са и уравнением Фурье для теплового потока [20–23]. В этих уравнениях 
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предполагается, что потоки энтропии и массы через фронт волны равны 
нулю. Наряду с этим были предложены более точные подходы с ненулевыми 
потоками массы и/или энтропии [24–26]); эти теории подходят для анализа 
распространения сильных ударных волн с большими числами Маха, M > 6.

При рассмотрении формирования фронтов ударных волн в механике де-
формируемых твердых тел было установлено, что в одномерном бимодульном 
упругом стержне фронт ударной волны возникает, когда медленно движущий-
ся волновой импульс поглощается более быстрым импульсом, см. [27–35]). 
В рассматриваемом одномерном случае бимодульный материал определяется 
ступенчатой зависимостью модуля упругости от деформации [32, 36]):
	 ( )( ) ( ) ,0 1 signE Ee = − a ⋅ e 	 (1.1)
где E0  – медианный модуль упругости, 0 < a < 1 константа материала. 
В  большинстве работ рассматривается случай малой деформации (e << 1) 
что позволяет получить линейную зависимость соотношений Коши 
деформация – перемещение:
	 ( , ),xu x te = ∂ 	 (1.2)
где u – бесконечно малое перемещение, x – пространственная координата, 
а t – время. Знак при в уравнении  обеспечивает, что при положительном 
значении e модуль упругости (E+) меньше соответствующего модуля (E–) при 
отрицательном значении e; условие E+ < E–отражает физически обоснован-
ную ситуацию, наблюдаемую во множестве реальных материалов при малой 
деформации.

Недавно было обнаружено [36], что в отличие от гидродинамики, где 
фронты ударных волн распространяются со сверхзвуковыми скоростями, 
фронт ударной волны в одномерном упругом бимодульном стержне распро-
страняется с промежуточной скоростью, удовлетворяющей условию:
	 sv v v+ −< < ,	 (1.3)
где v+ и v– – скорости при положительной и отрицательной деформации со-
ответственно, и 

	
E

v ±
± =

r .	 (1.4)

Таким образом, согласно  в сплошной бимодульной среде фронт ударной 
волны распространяется с дозвуковой скоростью по отношению к более бы-
строму импульсу сжатия. 

Несмотря на исследования ударных волн в бимодульных материалах, было 
теоретически доказано [37–39]), что ударная волна может возникнуть и в не-
линейно упругом материале с непрерывной и даже плавной зависимостью мо-
дулей упругости от деформации. Более того, согласно [37], распространение 
фронта ударной волны неизбежно сопровождается выделением тепла, подоб-
но ударным волнам в гидродинамике [7]. 

1.2. Постановка задачи. В настоящей работе, по-видимому, впервые обна-
ружено и исследовано возникновение множественных медленно движущихся 
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фронтов ударных волн в гиперупругом одномерном полубесконечном стержне 
при первоначальном гармоническом возбуждении волны (рис. 1). Уравнение 
состояния определяется гиперупругим несжимаемым потенциалом Муни–
Ривлина [40–42] и геометрически нелинейными соотношениями Коши де-
формация – перемещение. Возникшие множественные фронты ударных волн 
приводят к значительному затуханию распространяющихся волновых импуль-
сов, диссипации механической энергии и выделению тепла, формируя аку-
стическую черную дыру. 

Анализ основан на численном решении нелинейного гиперболического 
уравнения для волны, распространяющейся в одномерном стержне. Исполь-
зуется комбинация явной численной схемы Лакса–Вендроффа для интегри-
рования по времени [43] в сочетании с методом конечных элементов для про-
странственной дискретизации [44].

2. Основные уравнения. 
2.1. Соотношения между деформациями и перемещениями. Рассмотрим ле-

вый тензор деформации Коши–Грина [45]:

	 t= ⋅B F F ,	 (2.1)
где F = ∇xc(x) – тензор деформаций и c – взаимно однозначное непрерыв-
но дифференцируемое отображение; верхнее “t” означает транспонирование. 
Рассматривается три собственных значения тензора F, называемых главными 
удлинениями lk, k = 1, 2, 3. Будучи симметричным и положительно опреде-
ленным, тензор Коши–Грина имеет три взаимно ортогональных собственных 
вектора и три положительных собственных значения lk

2, k = 1, 2, 3. Инвариан-
ты тензора Коши–Грина могут быть выражены через главные удлинения [45]:

	
3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

1

1
; ;

2B k B k j B
k k j

I II III
= ≠

= l = l l = l l l∑ ∑ .	 (2.2)

Заметим, что все эти инварианты не исчезают в силу положительной опре-
деленности тензора C.

Теперь, введя (левый) тензор деформации Грина–Сен-Венана [45]:

	 ( )1
2

= −E B I 	 (2.3)

и вектор перемещения:
	 ( )= c −u x x ,	 (2.4)
связь между тензором E и ∇xu может быть представлена в виде:

	 ( ) ( )( )1
2

t t= ∇ + ∇ + ∇ ⋅ ∇x x x xE u u u u .	 (2.5)

Для рассматриваемого ниже одномерного случая соотношение  приобре-
тает вид:

	 ( )1 1

2

11 1 1 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , )
2x xx t u x t u x te = ∂ + ∂ ,	 (2.6)
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где e11(x1, t) и u1(x1, t) – соответствующие компоненты тензора E и вектора u; 
предполагая, что ось стержня совпадает с осью x1. С помощью уравнений (2.3) 
и (2.6) главное растяжение l1 становится:
	 .1 111l = + e 	 (2.7)

Несмотря на рассматриваемый одномерный случай, предполагаемое усло-
вие несжимаемости подразумевает наличие двух других растяжений:

	 .2 3
1

1
l = l =

l
	 (2.8)

Растяжения l2, l3 будут использоваться в соответствующем потенциале.
2.2.  Уравнение состояния. Следуя [42], гиперупругий потенциал первого 

порядка Муни–Ривлина для несжимаемой среды можно записать в виде:
	 ( ) ( )01 103 3B BW C II C I= − + − ,	 (2.9)
где C01, C10 – константы материала. Подставляя собственные значения (2.8) 
в уравнения (2.2), получаем потенциал (2.9), записанный в терминах растя-
жения l = l1:

	 ( ) 2
01 102

1 2
2 3 3W C C
   l = l + − + l + −   l  l

.	 (2.10)

В случае простого растяжения s = s11 и s22 = s33 = 0, дифференцируя потен-
циал (2.10) по переменной l, получаем  напряжение Коши [42]:

	 ( ) ( )01 10 2

1
( ) 2W C Cl

 
s l = l∂ l = + l l −  l

.	 (2.11)

Теперь уравнение (2.11) можно переписать в терминах деформации (2.7) 

	 ( )( ) ( )
( )

( ) .
2

01 10 2

3 3
2 1

1
C C

e + e + e
s e = + + e

+ e
	 (2.12)

Уравнение (2.12) позволяет получить касательный модуль упругости E(e):

  ( )
( ) ( )

( ) ,
2 3 2 3

01 10 103 3

3 3 3 6 9 7 2
2 2

1 1
E C C Ce

+ e + e + e + e + e + e
e ≡ ∂ s = + + e

+ e + e
	 (2.13)

и, так называемую, вторую предельную скорость [46–48] , которая в рассмат-
риваемом случае совпадает с стержневой скоростью [49]:

( )
( ) ( )

( )( ) .
2 3 2 3

01 10 103 3

2 3 3 3 6 9 7 2

1 1

E
c C C C

e + e + e + e + e + e + e
e ≡ = + + e

r r + e + e
	 (2.14)

Важно заметить, что в уравнении (2.14) плотность материала r не зависит 
от e, поскольку предполагается несжимаемость материала. Еще одно замеча-
ние касается предельного значения стержневой скорости при e → 0, что дает:
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( )01 10

0
0

6
lim ( )

C C
c c

e→

+
≡ e =

r .	 (2.15)

2.3.  Уравнение движения. В рассматриваемом одномерном стержне уравне-
ние движения может быть представлено в виде [45]:

	 2 1( , ) ( )tt xu x t −∂ = r ∂ s e .	 (2.16)

Подставляя уравнения (2.6), (2.12) в уравнение движения (2.16), получаем:

	
( )

( )

( )
( )( )

( , )

( , ) ( , ) .

2 3
2 1

01 10 3

2 3
2

10 3

3 3 3
2

1

6 9 7 2
2 1

1

tt

xx x

u x t C C

C u x t u x t

−  + e + e + e
∂ = r + +

+ e

+ e + e + e
+ e ∂ + ∂

+ e 

 	 (2.17)

Уравнение (2.17) вместе с соотношением Коши между деформациями и 
перемещениями (2.6) дает искомое уравнение движения.

2.4.  Начальные и граничные условия. Рассмотрим начальные условия пол-
ного покоя:
	 ( , ) ; ( , )

0 0
0 0tt t

u x t u x t x= =
= ∂ = ∀ 	 (2.18)

и гармоническое граничное условие 2-го порядка (задача Неймана), наложен-
ное на “левый” конец полубесконечного стержня:

	 ( , ) ,00
i t

x
x t e w

=s = s 	 (2.19)

где u0 – амплитуда; w – круговая частота, и .1i = −  
На “правом” конце стержня x  → +∞ накладывается условие затухания 

Зоммерфельда:

	
( , ) 0,

( , ) 0.

x

x x

u x t

u x t

→∞

→∞

=

∂ =
	 (2.20)

2.5.  Уравнения энергетического баланса. Уравнения энергетического балан-
са [50] должны дополнять уравнения (2.6)–(2.20):

	 ( , ) ( ) ,
0 0 0

0
t t

k sE E Q x d dx P d
∞

+ + t t − t t =∫ ∫ ∫ 	 (2.21)

где Ek и Es – кинетическая энергия и энергия деформаций: 

	 ( )( , ) ; ( , ) ,2

0 0

1 1
2 2k sE u x t dx E W x t dx
∞ ∞

= r = e∫ ∫ 	 (2.22)

Q(x, t) – удельная теплота и P – мощность внешней силы, определяемая как 
[50]:



Нелинейные акустические волны в гиперупругих стержнях� 215

	 0( ) (0, )i tP t e u tw= s  .	 (2.23)
Важно отметить, что знак удельной теплоты Q(x, t) противоположен знаку, 

принятому в [50].
3. Численное решение. 
3.1. Конечно-элементная модель. Рассмотрим полубесконечный одномер-

ный стержень с гармонической силовой нагрузкой, приложенной к левому 
концу стержня, рис. 1.

	
Рис. 1. Полубесконечный стержень с гармонической силовой нагрузкой, приложенной 
к левому концу.

Рассматриваемая задача решалась с применением явной схемы численного 
интегрирования по времени с предиктором-корректором Лакса–Вендроффа 
[51] в сочетании с конечно-элементной моделью для пространственной дис-
кретизации; соответствующие приращения (инкременты) обозначаются как D x 
и Dt. Для достижения условной устойчивости было применено условие Куран-
та–Фридрихса–Леви для выбора численно устойчивого шага по времени [51]:

	 ,
max ( )

x
t

c
D

D ≤
e 	 (3.1)

где c(e) определяется уравнением (2.14). Прямая проверка показывает, что в 
диапазоне допустимых отрицательных деформаций e ∈ (–1; 0) значение c(e) 
неограниченно стремится к бесконечности при e  →  –1 независимо от (поло-
жительных) значений C01, C10.

Для вычислений использовались двухузловые линейные стержневые эле-
менты, не обладающие жесткостью на изгиб и кручение. Общее количество 
конечных элементов варьировалось в диапазоне 6200 ≤ N ≤ 16 400, тестирова-
ние сходимости конечно-элементной сетки показало практически независи-
мые результаты для любой сетки с общим количеством элементов N ≥ 12 800, 
это значение было выбрано для основных вычислений. Для уменьшения не-
физических осцилляций использовалась следующая медианная фильтрация:

	
1

1
* ( ) ( )

2 1

m

i i k
k

f t f t
m ±

=

=
+ ∑ ,	 (3.2)

где 2m + 1 – порядок фильтра; f – неотфильтрованная функция, а f  * – от-
фильтрованная. В основных расчетах использовались фильтры медианного 
порядка 5÷9.

3.2. Анализ распространения волн. В данной статье используется резина 
средней жесткости [52, 53], моделируемая несжимаемым гиперупругим по-
тенциалом Муни–Ривлина со следующими физическими параметрами:
	 . [ ]; . [ ]; [ ].= = r = 3

01 100 0647 МПа 0 916 МПа 750 кг мC C 	 (3.3)
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В соответствии с [52, 53], параметры (3.3) относятся к резине средней 
жесткости с индексом твердости 60 IRHD, которая широко используется 
в сейсмостойком строительстве [54], а также в авиационной и автомобиль-
ной промышленности для изготовления шин.

С учетом уравнения (3.3) и выражений (2.12) и (2.13) для напряжений 
Коши и касательного модуля соответственно, можно построить следующие 
графики (см. рис. 2a–c):

Анализ графика на рис. 2 показывает, что:
1) касательный модуль не является монотонным в диапазоне e ∈ [–0.5; 0.5];
2) минимум достигается при e ≈ 0.062;
3) зависимость напряжение – деформация является монотонной в иссле-

дуемом диапазоне e ∈ [–0.5; 0.5].
Рассмотрим достаточно большие гармонические нагрузки с частотами, ва-

рьирующимися в диапазоне w ∈ [1; 30] рад/с. Амплитуда нагрузки s0 = 1 была 
выбрана так, чтобы обеспечить амплитуду деформации возле левого конца 
e0 ≈ 0.3. График на рис. 2d показывает, что более медленно движущиеся части 
волны при меньших значениях будут догоняться более быстрые, особенно те, 
которые связаны с большими отрицательными деформациями; и, согласно 
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Рис. 2. (a) – касательный модуль, [МПа]; (b) – касательный модуль в окрестности экстре-
мума, [МПа]; (c) – напряжения Коши, [МПа]; (d) – скорость распространения волны, 
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[37], эти эффекты в конечном итоге приведут к появлению фронтов ударных 
волн. Относительные перемещения, расстояния, время и удельные энергии, 
представленные на рис. 3, определяются соответственно как:

	 * * **, , , ,
2

0 0 0
2

U l t E
U l t E

c c c

w
= = = =
w w π r

	 (3.4)

где c0 – предельная скорость волны, определяемая уравнением ; величина от-
носительного смещения определяется как max(U *) в течение времени.

Проведенное численное моделирование показывает, что:
1. Наблюдается значительное затухание амплитуд волн с увеличением рас-

стояния от источника возбуждения (см. рис. 3a).
2. Уменьшение как удельной энергии деформации, так и удельной кинети-

ческой энергии с расстоянием за счет увеличения удельной тепловой энергии 
(см. рис. 3b).

3. Образование множественных фронтов ударных волн, возникающих, 
когда более быстро движущиеся импульсы с отрицательной деформацией 
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Рис. 3. (a) – затухание величины относительного перемещения; (b) – затухание удельной 
энергии деформации (○), кинетической энергии (●) и увеличение тепловой энергии (▼); 
(c) –  появление множественных фронтов ударных волн при встрече импульсов проти-
воположного знака в точке, расположенной на некотором расстоянии от левого края.
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обгоняют более медленные импульсы с положительной деформацией (см. 
рис. 3c).

4. Заключение. Анализ гармонического возбуждения, приложенного 
к краю одномерного полубесконечного стержня, описываемый уравнением 
состояния гиперупругости Муни–Ривлина, соответствующего резиновому 
материалу средней жесткости [52, 53], показывает:

1. Первоначально гармоническая волна затухает с расстоянием (см. 
рис. 3a).

2. Как энергия деформации, так и кинетическая энергия уменьшаются 
с расстоянием от источника возбуждения, одновременно с увеличением теп-
ловой энергии, (см. рис. 3b).

3. Наблюдается появление множественных фронтов ударных волн между 
импульсами положительной и отрицательной деформации (см. рис. 3c).

Эти явления, которые, по-видимому, наблюдаются впервые для материала с 
непрерывной (и гладкой) нелинейностью, вызваны формированием и распро-
странением фронтов ударных волн, как это было теоретически предсказано бо-
лее 60 лет назад [37]. В то же время следует отметить, что в материалах с разрыв-
ной нелинейностью, как в случае бимодульных материалов, появление фронтов 
ударных волн в твердых телах ранее было обнаружено, см. [32, 36].

Последнее замечание касается наблюдаемого выделения тепла при рас-
пространении (первоначально) гармонических волн в чисто механической 
нелинейно-упругой системе без вязкости и пластической диссипации. Учет 
диссипации механической энергии и одновременного выделения тепла при 
распространении гармонических волн имеет решающее значение для созда-
ния сейсмических и виброизоляционных устройств.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 24-49-02002.
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NONLINEAR ACOUSTIC WAVES IN HYPERELASTIC RODS 
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aMoscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

*E-mail: kuzn-sergey@yandex.ru, **e-mail: berformert@gmail.com

The excitation of a harmonic wave in a semi-infinite incompressible hyperelas-
tic one-dimensional rod based on the Mooney-Rivlin equation of state shows the 
formation and propagation of shock wave fronts arising between faster and slower 
parts of the original harmonic wave. The observed shock wave fronts lead to the 
absorption of slower moving parts by faster ones, which leads to the damping of 
kinetic and elastic energy of deformations with the corresponding heat release. It is 
established that at a sufficient distance from the edge of the rod due to the attenu-
ation of mechanical energy an acoustic black hole appears. The geometrically and 
physically nonlinear equations of motion are solved by an explicit Lax-Wendroff 
numerical integration scheme combined with the finite element method for spatial 
discretization.

Keywords: hyperelastic material, acoustic wave, shock wave front, attenuation, 
energy dissipation
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