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Даны решения периодической и двоякопериодической задач об изги-
бе пьезоплиты с эллиптическими отверстиями или трещинами с ана-
лизом результатов численных исследований. При этом используются 
комплексные потенциалы теории изгиба тонких электромагнитоупру-
гих плит, голоморфные вне отверстий функции представляются рядами 
Лорана по отрицательным степеням переменных из соответствующих 
конформных отображений и на основе периодичности или двоякопе-
риодичности электромагнитоупругого состояния плиты коэффициенты 
рядов от всех отверстий выражаются через коэффициенты рядов от од-
ного, так называемого основного отверстия. Определение последних ко-
эффициентов осуществляется из граничных условий на контуре основ-
ного отверстия обобщенным методом наименьших квадратов. Описаны 
результаты численных исследований для плиты с круговыми отверстия-
ми или трещинами с полным или частичным учетом пьезосвойств, без их 
учета. Установлены закономерности влияния на значения изгибающих 
моментов и их концентрацию геометрических характеристик рассматри-
ваемых плит и физико-механических свойств их материалов.
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1. Введение. Тонкие пластинки из пьезоматериалов широко используют-
ся в качестве элементов различных конструкций современной науки и тех-
ники [1–8]. Зачастую эти элементы, находящиеся в условиях поперечного 
изгиба (и называемые тогда тонкими плитами) имеют отверстия и трещи-
ны, около которых под действием различных внешних факторов возникают 
высокие концентрации механических моментов (а следовательно, и напря-
жений), что нужно учитывать при проектировании конструкций. В рабо-
тах [9–14] предложены различные методы определения электромагнито-
упругого состояния (ЭМУС) пьезоплит простой геометрической формы из 
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материалов, имеющих простейшую микроструктуру. Однако в большинстве 
случаев элементы конструкций изготавливаются из материалов, обладаю-
щих общими электромагнитоупругими свойствами, более того, они являются 
многосвязными. При исследованиях ЭМУС многосвязных сред наиболее до-
стоверные результаты дает использование комплексных потенциалов теории 
изгиба электромагнитоупругих тонких плит [15] при их определении обоб-
щенным методом наименьших квадратов (ОМНК) [16].

В данной работе с использованием комплексных потенциалов построе-
ны решения задач об изгибе пьезоплиты с периодическим или двоякоперио
дическим рядами эллиптических отверстий или трещин. При этом задачи 
сведены к определению неизвестных коэффициентов рядов из переопреде-
ленных системам линейных алгебраических уравнений, решаемых методом 
сингулярного разложения. Для плиты с круговыми отверстиями или трещи-
нами проведены численные исследования, с помощью которых установлены 
закономерности изменения ЭМУС в зависимости от физико-механических 
свойств материалов плит и геометрических характеристик отверстий, трещин. 

Пусть тонкая электромагнитоупругая плита ослаблена бесконечным рядом 
одинаковых и одинаково ориентированных эллиптических отверстий с конту-
рами Ll (l = 0, ±1, ±2, ...) с центрами вдоль одной прямой (рис. 1), принимае-
мой за ось Ox прямоугольной системы координат Oxy с началом в центре от-
верстия с контуром L0, называемого основным. Обозначим полуоси эллипсов 
через a, b, угол между полуосью a и осью Ox, отсчитываемый от положитель-
ного направления оси Ox против часовой стрелки, – через j, расстояние меж-
ду центрами соседних отверстий – через hx. Контуры отверстий свободны от 
загружений или жестко подкреплены, на них внешние воздействия (механи-
ческие и электромагнитные) отсутствуют, на бесконечности плита находится 
под действием механических изгибающих и крутящих моментов ,xM ∞  ,yM ∞  

xyH ∞  и моментов индукций ,dxM ∞  ,dyM ∞  ,bxM ∞  .byM ∞

Если для решения рассматриваемой задачи использовать комплексные 
потенциалы электромагнитоупругого изгиба тонких плит, то это решение 
сводится к определению производных функций Wk′(zk) (k = 1, 4) обобщенных 
комплексных переменных [15, 17]
	 k kz x y= + m , 	 (1.1)
где mk – корни известного характеристического уравнения, из граничных 
условий на контурах вида

	 ,Re ( )
=

′′δ =∑
4

1

2 0ikp k s k kp
k

g W t   ( , , , , ,... ),1 4 0 1 2i p= = ± ±  	 (1.2)

где ,k s kdz dsδ = ; s – длина дуги контура, обходимого против часовой стрелки; 
gikp – постоянные, причем, если контур Lp не подкреплен, то
	 1kp k kg p= m , 2kp kg q= , 3kp ykg d= , 4kp ykg b= ,

pk, qk, dyk, byk – известные постоянные; если же контур Lp жестко подкреплен, 
то 
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	 ,1 1kpg =  ,2kp kg = m  ,3kp ykg d=  .4kp ykg b=

Исходя из общих представлений комплексных потенциалов, в рассматри-
ваемом случае производные функций имеют вид

	 ( ) ( ),
1

Гk k k k kln kln k
l n

W z z a z
∞ ∞

=-∞ =

′ = + j∑ ∑

	 ( ) ( ),
1

Гk k k kln kln k
l n

W z a z
∞ ∞

=-∞ =

′′ ′= + j∑∑ 	 (1.3)

где Гk – постоянные, определяемые из решения известной системы линейных 
уравнений 8-го порядка, правыми частями которой служат заданные на бес-
конечности значения моментов; 

	 ( )j =
z

1
kln k n

kl

z , ( ) ( )-
′j = -

z z -1 2kln k n
k kl kl k

n
z

R m
, 	 (1.4)

zkl – переменные, определяемые из конформных отображений [18]

	 k
k k l k kl

kl

m
z z R

 = + z + z 
 	 (1.5)

внешности единичного круга | zkl | ≥ 1 на внешности контуров Lkl, соответствую
щих контурам Ll при аффинных преобразованиях (1.1):
	 kl xz lh= ,

	 ( ) ( )cos sin sin cos
2

k k
k

a ib
R

j + m j + j - m j
= ,

	
( ) ( )cos sin sin cos

;
2

k k
k

k

a ib
m

R

j + m j - j - m j
= 	 (1.6)

akln – неизвестные коэффициенты рядов Лорана.
В силу периодичности ЭМУС механические моменты и моменты индук-

ций в точках zk и zk + hx будут одинаковыми. Тогда из выражений для момен-
тов следуют равенства ( ) ( ) ,k k k k xW z W z h′′ ′′= +  из которых на основании (1.3) 
получим

	 ( ) ( )
1 1

kln kln k kln kln k x
l n l n

a z a z h
∞ ∞ ∞ ∞

=-∞ = =-∞ =

j = j +′ ′∑ ∑ ∑ ∑ . 	 (1.7)

Рис. 1. Схема плиты с периодическим рядом эллиптических отверстий.
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Из равенств (1.4) и (1.5) следует, что
	 ( ) ( ) ,1kl k x kl kz h z+z + = z  ( ) ( ), .1kln k x kl n kz h z+′ ′j + = j  	 (1.8)

Подставляя выражения (1.8) в (1.7) и переобозначая индексы суммирова-
ния, находим

	 ( ) ( ) ( ), , .1 1
1 1 1

kln kln k kln kl n k kl n kln k
l n l n l n

a z a z a z
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ -
=-∞ = =-∞ = =-∞ =

′ ′ ′j = j = j∑∑ ∑∑ ∑∑
Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых функциях 
( )kln kz′j , будем иметь akln = akl–1,n = akn. Тогда для производных комплексных 

потенциалов окончательно будем иметь

	 ( ) ( )
1

k k k k kn kn k
n

W z z a z
∞

=

= Γ + y′ ∑ , ( ) ( )
1

k k k kn kn k
n

W z a z
∞

=

= Γ + y′′ ′∑ , 	 (1.9)

где 

	 ( ) ( )
∞

=-∞

y = j∑kn k kln k
l

z z , ( ) ( )
∞

=-∞

′ ′y = j∑kn k kln k
l

z z . 	 (1.10)

Теперь для определения неизвестных постоянных akn нужно удовлетво-
рять граничным условиям (1.2) лишь на контуре одного, основного отверстия, 
в качестве которого возьмем контур центрального отверстия L0. На остальных 
контурах в силу периодичности комплексных потенциалов, граничные усло-
вия будут удовлетворены автоматически. 

Граничным условиям (1.2) будем удовлетворять обобщенным методом 
наименьших квадратов [19, 20]. Для этого на контуре L0 основного отверстия 
выберем систему точек M0m(x0m, y0m) (m = 1,  M0), в которых удовлетворим со-
ответствующим граничным условиям. Подставляя функции (1.9) в граничные 
условия (1.2) в точках M0m(x0m, y0m), для определения неизвестных постоянных 
akn получаем систему линейных алгебраических уравнений вида 

( )
4 4

0 , 0 ,
1 1 1

2Re 2Reik k s kn km kn ik k s k
k n k

g t a g
∞

= = =

δ y =- δ Γ′∑∑ ∑  ( ), ; , .01 4 1i m M= = 	 (1.11)

Кроме уравнений (1.11), для контура основного отверстия должно выпол-
няться условие

	 Re ,
4

1
1

2 0k
k

ia
=

=∑ 	 (1.12)

следующее из однозначности прогиба при полном обходе контура L0.
Систему (1.11), дополненную уравнением (1.12), для определения постоян-

ных akn, будем решать методом сингулярного разложения [21, 22]. После нахо-
ждения псевдорешений этой системы функции Wk′(zk) будут известными, и по 
ним с использованием известных формул можно вычислять основные харак-
теристики ЭМУС (механические изгибающие и крутящий моменты, моменты 
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индукций электрического и магнитного полей, перерезывающие силы). При 
этом, если эллипсы переходят в трещины, то для их концов можно вычислить 
и коэффициенты интенсивности моментов (КИМ) k1

±
M и k2

±
M по известным 

формулам 

	 Re sin cos sin cos ,
4

2 2
1

1

2 2M k k k k
k

k p q r M±

=

 = j + j - j j ∑

	 ( ) ( )Re cos sin cos sin ,
4

2 2
2

1

2M k k k k
k

k q p r M±

=

 = - j j + j - j ∑ 	 (1.13)

в которых

	 ( ) ,
1

1
2

n
k kn

k n

a
M na

R

∞

=

= ±∑

причем “+” и “-” у КИМ в локальной системе координат Ol  xl  yl относятся 
к правому и левому концам трещины соответственно.

2.  Решение двоякопериодической задачи. Пусть теперь плита имеет m 
(m = 0, ±1, ±2, ...) одинаковых бесконечных рядов одинаковых и одинако-
во ориентированных эллиптических отверстий или трещин с контурами Lml 
(m, l = 0, ±1, ±2, ...), полуосями a, b (рис. 2). Как и выше, расстояния между 
центрами соседних отверстий в горизонтальных рядах обозначим через hx, 
расстояния между центрами отверстий в вертикальных рядах – через hy, угол 
между полуосями a и осью Ox – через j. Контуры отверстий свободны от за-
гружений или жестко подкреплены, на них внешние механические и электро-
магнитные воздействия отсутствуют, на бесконечности плита находится под 
действием механических Mx

∞, My
∞, Hx

∞
y и моментов индукций Md

∞
x, Md

∞
y, Mb

∞
x, Mb

∞
y.

Для плиты с двоякопериодической системой отверстий производные 
комплексных потенциалов имеют вид

	 ( ) ( ) ,
1

k k k k kmln k kmln
m l n

W z z z a
∞ ∞ ∞

=-∞ =-∞ =

′ = Γ + j∑ ∑ ∑

Рис. 2. Схема плиты с двоякопериодической системой эллиптических отверстий.
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где 

	 ( ) 1
kmln n

kml
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z

, ( ) ( )-
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z z -1 2kmln k n
k kml kml k

n
z

R m
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zkml – переменные, определяемые из неявных зависимостей

	 k
k kml k kml

kml

m
z z R

 
= + z + z 

, 	 (2.3)

причем zkml = lhx + mkmhy; Rk, mk – величины, вычисляемые по формулам (1.6).
В силу двоякопериодичности ЭМУС механические моменты и моменты 

индукций в точках z и z + hx + mkhy будут одинаковыми. Тогда из выражений 
для моментов следует, что ( ) ( ),k k k k x k yW z W z h h′′ ′′= + + m  и на основании (2.1) 
находим

	 ( ) ( ).
1 1

kmln kmln k kmln kmln k x k y
m l n m l n

a z a z h h
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

=-∞ =-∞ = =-∞ =-∞ =

′ ′j = j + + m∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 	 (2.4)

Как и в случае периодической задачи, в данном случае из (2.3) и (2.2) легко 
увидеть, что
	 ( ) ( )1, 1kml k x k y km l kz h h z+ +z + + m = z ,

	 ( ) ( )1, 1,kmln k x k y km l n kz h h z+ +j + + m = j′ ′ .	 (2.5)
С учетом зависимостей (2.5) преобразуем равенства (2.4). Имеем
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Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых функциях 
( ),kmln kz′j  будем иметь , ,1 1kmln km l n kna a a- -= = . Тогда для комплексных потен-

циалов окончательно будем иметь выражения
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где 
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Для определения неизвестных постоянных akn удовлетворим граничным 
условиям лишь на контуре основного отверстия L0. На остальных контурах, 
в силу двоякопериодичности комплексных потенциалов, граничные условия 
будут удовлетворены автоматически. Как и в случае периодической задачи, 
учитывая функции (2.6), из граничных условий на контуре основного отвер-
стия обобщенным методом наименьших квадратов для определения коэффи-
циентов рядов получим переопределенную систему линейных алгебраических 
уравнений. Эта система получается из (1.11), с заменой в последней функ-
ций yk′n(zk) на функции xk′n(zk). Последняя система, дополненная уравнением 
(1.12), опять решается методом сингулярного разложения, и после ее решения 
вычисляются основные характеристики ЭМУС, а в случае трещин и КИМ для 
их концов по формулам (1.13).

Как частные случаи из приведенных решений периодической и двоякопе-
риодической задач электромагнитоупругости (ЭМУ) следуют решения ана-
логичных задач электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) и теории 
упругости (ТУ). При проведении численных исследований решения всех этих 
задач можно получить по программе решения задачи ЭМУ, проводя вычисле-
ния для плиты с модельным материалом с постоянными 
	 ,ij g ijg g′ = l  ,ij p ijp p′ = l  ,ij gp ij′n = l n

где gij и pij – пьезоэлектрические и пьезомагнитные модули, nij – коэффици-
енты электромагнитной проницаемости, lg, lp, lgp – параметры, которые ха-
рактеризуют пьезосвойства модельного материала. Для задач ЭМУ lg = lp =  
= lgp = 1, а для других задач, как следует из вычислительных экспериментов, 
эти параметры нужно принять такими: lg = 1, lp = lgp ≤ 10–3 для задач ЭУ; lp = 1, 
lg = lgp ≤ 10–3 для задач МУ; lp = 1, lg = lgp ≤ 10–3 для задач ТУ. 

3. Описание результатов численных исследований. Были проведены исследо-
вания для плит из материалов: 1) композит на основе BaTiO3–CoFe2O4 (мате-
риал М1) [23, 24]; 2) композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические 
постоянные которого соответствуют селениду кадмия CdSe, а пьезомагнитные 
и магнитные – BaTiO3 (материал М2) [25]; 3) композит, упругие, пьезоэлек-
трические и электрические постоянные которого соответствуют PZT-4, а пье-
зомагнитные и магнитные – CoFe2O4 (материал М3) [25]. 

При проведении численных исследований количество членов в бесконеч-
ных рядах Лорана (1.9) или (2.6) и количество коллокационных точек M0 на 
контуре L0 основного отверстия, в которых удовлетворялись граничные усло-
вия при получении уравнений системы (1.11), увеличивалось до тех пор, пока 
граничные условия на контуре не начинали выполняться с достаточно высо-
кой степенью точности (пока модуль абсолютной погрешности не превышал 
10–3). При этом количество учитываемых в рядах (1.10) и (2.7) членов, т.е. от-
верстий в периодической задаче и рядов и отверстий в двоякопериодической 
задаче, увеличивалось до тех пор, пока значения получаемых изгибающих мо-
ментов не переставали изменяться в пятой значащей цифре. Как показывают 
исследования, для получения таких результатов в случае расстояний c между 
отверстиями больших их радиуса a (c > a) в рядах Лорана нужно оставлять до 
10 членов, на контуре L0 брать до 20 коллокационных точек, в рядах (1.10) и 
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(2.7) учитывать до 15 отверстий по каждую сторону от основного отверстия. 
При этом время выполнения программы реализации всего алгоритма для од-
ного случая на персональных компьютерах средней производительности за-
нимает 3–5 секунд. Для более близких расстояний между контурами отвер-
стий нужно брать гораздо больше членов в рядах Лорана, коллокационных 
точек на контуре L0, отверстий (в периодической задаче) и рядов отверстий 
(в двоякопериодической задаче). При этом выполнение программы занимает 
гораздо больше времени. В описываемых ниже случаях в рядах Лорана остав-
лялось от 10 до 120 (для весьма близких расстояний между отверстиями) чле-
нов, на контуре L0 бралось от 20 до 500 равномерно удаленных (по параметру 
параметрического задания эллипсов) друг от друга точек, в рядах (1.10) и (2.7) 
оставлялось до 100 отверстий по каждую сторону от основного отверстия. 

Ниже описаны полученные результаты только для плит с круговыми от-
верстиями или трещинами, когда плиты на бесконечности изгибались одно-
сторонними механическими изгибающими моментами Mx

∞ = mx или My
∞ = my, 

а также когда на бесконечности действовали одинаковые двусторонние мо-
менты Mx

∞ = My
∞ = mx y. 

В табл. 1 для плиты с периодическим рядом круговых отверстий радиуса 
a (b = a) при действии на бесконечности моментов My

∞ = my с точностью до 
множителя my в случае задачи ЭМУ, в зависимости от отношения c/a (рис. 3), 
где c – расстояние между контурами соседних отверстий, и центрального угла 
q, отсчитываемого от направления оси Ox против часовой стрелки, приведе-
ны значения изгибающих моментов Ms /my около контура L0 на площадках, 
перпендикулярных к нему. Для некоторых значений c/a на рис. 4 изображе-
ны графики распределения этих моментов по контуру отверстия. Данные для 
c/a = ∞ относятся к случаю пластинки с одним отверстием. 
Таблица 1. Значения моментов Ms /my около контуров круговых отверстий 
в зависимости от c/a

Мате-
риал

q, 
рад.

c/a
∞ 10 5 2 1 0.5 0.1 0.01

М1 0 1.845 1.889 1.987 2.410 3.284 5.186 20.63 181.74
p/6 1.400 1.430 1.493 1.733 2.126 2.747 4.48 5.21
p/3 0.570 0.574 0.582 0.609 0.647 0.693 0.76 0.75
p/2 0.215 0.208 0.195 0.167 0.153 0.151 0.16 0.17

М2 0 2.184 2.223 2.308 2.678 3.476 5.322 20.89 187.19
p/6 1.457 1.480 1.531 1.734 2.093 2.671 4.28 5.07
p/3 0.336 0.333 0.328 0.321 0.330 0.350 0.39 0.41
p/2 0.231 0.223 0.208 0.179 0.164 0.162 0.17 0.19

М3 0 1.719 1.767 1.871 2.320 3.228 5.158 20.56 179.82
p/6 1.537 1.577 1.658 1.962 2.451 3.207 5.28 6.14
p/3 0.600 0.614 0.641 0.721 0.810 0.897 1.01 0.98
p/2 –0.008 –0.008 –0.009 –0.009 –0.008 –0.006 –0.01 0.00
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Из данных табл. 1 и рис. 4 следует, что при сближении отверстий друг с 
другом наблюдается значительная концентрация моментов (следовательно, 
и напряжений) около контуров отверстий вблизи перемычек, тогда как вда-
ли от перемычек (в окрестности точки, соответствующей q = p/2) значения 

Рис. 3. Схема плиты с периодическим рядом круговых отверстий.

Рис. 4. Графики распределения моментов Ms  /my в зависимости от q [рад] вблизи контура 
кругового отверстия L0 при действии на бесконечности моментов My

∞ = my. Сплошные, 
штриховые и пунктирные линии относятся к плите из материалов М1, М2 и М3 соответ-
ственно. 1 – c/a = 0.5, 1 – c/a = ∞.
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этих моментов изменяются незначительно. Значения моментов вблизи точек 
перемычек растут с уменьшением длин перемычек, и при расстояниях между 
соседними отверстиями менее их радиусов (c ≤ a) здесь возникает очень высо-
кая концентрация моментов. Если расстояние между соседними отверстиями 
больше двух диаметров отверстий (c ≥ 4a), то влияние одного контура на зна-
чения моментов около других незначительно, им можно пренебречь и считать 
плиту ослабленной одним отверстием. Наибольшие изгибающие моменты 
возникают в плите из “наиболее анизотропного” по упругим свойствам мате-
риала М2. Правда, при сближении отверстий друг с другом влияние “степени 
анизотропии” уменьшаеся, но оно все время остается.

На получаемые в результате решения задачи значения моментов заметно 
влияет учет пьезосвойств материала плиты. Это видно из данных табл. 2 и 
рис. 5. В табл. 2 для некоторых расстояний между круговыми отверстиями 
периодического ряда, при действии на бесконечности моментов My

∞ = my для 
задач ЭМУ, ЭУ, МУ и ТУ приведены значения моментов Ms  /my в точке пере-
мычки, соответствующей углу q = 0, а на рис. 5 для наиболее пьезоактивного 
материала М3 при c = a представлены графики распределения этих моментов в 
задачах ЭМУ (сплошная линия), МУ (штриховая линия), ЭУ (штрихпунктир-
ная линия) и ТУ (пунктирная линия). Видно, что учет пьезосвойств материала 
оказывает значительное влияние на значения изгибающих моментов Ms  /my и 
при исследованиях концентрации моментов в элементах конструкций, изго-
товленных из пьезоматериалов, нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, 
а нужно решать задачу ЭМУ.

Как показывают расчеты, при уменьшении отношения b/a длин по-
луосей эллиптического отверстия L0, значения изгибающих моментов Ms 

Таблица 2. Значения моментов Ms /my в контурной точке перемычки плиты 
с круговыми отверстиями в зависимости от c/a для различных задач

Мате-
риал Задача

c/a
∞ 1 0.5 0.1 0.01

М1 ЭМУ 1.845 3.284 5.186 20.63 181.74
ЭУ 1.845 3.284 5.186 20.63 181.74
МУ 1.835 3.277 5.179 20.62 181.55
ТУ 1.835 3.277 5.180 20.62 181.55

М2 ЭМУ 2.184 3.476 5.322 20.89 187.19
ЭУ 2.063 3.414 5.281 20.83 186.26
МУ 2.113 3.424 5.283 20.85 186.80
ТУ 1.876 3.325 5.225 20.68 182.37

М3 ЭМУ 1.719 3.228 5.158 20.56 179.82
ЭУ 1.565 3.144 5.076 20.29 172.98
МУ 1.694 3.211 5.144 20.53 179.03
ТУ 1.508 3.106 5.039 20.20 170.95
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вблизи концов большой оси отверстия по модулю бесконечно растут, но на 
небольшом удалении от этих концов по контуру резко уменьшаются, а затем 
незначительно изменяются от точки к точке. При b/a ≤ 10–3 эллипсы можно 
считать трещинами и вычислять для их концов КИМ. При этом КИМ значи-
тельно зависят от угла j наклона тещин к оси Ox. 

В табл. 3 для плиты из материала М3 с периодическим рядом трещин дли-
ны 2l, когда расстояние между их центрами hx = 3l и плита изгибается момен-
тами My

∞ = my или Mx
∞ = mx, с точностью до множителей my√

–
l  или mx√

–
l   приведе-

ны значения КИМ в зависмости от угла j наклона трещин к оси Ox (рис. 6, a). 
При этом для трещин принималось, что b/a = 10–4. Как видно, с увеличени-
ем угла j значения КИМ k1

± уменьшаются при действии моментов My
∞ = my и 

растут при действии моментов Mx
∞ = mx. Коэффициент k1

± = 0, если трещины 
направлены вдоль направления растягивающих усилий (направления sy

∞ или 
sx
∞, которым соответствуют My

∞ и  Mx
∞), и достигает максимального значения, 

когда они перпендикулярны направлению растягивающих усилий. Значе-
ния k2

± сравнительно малы; для трещин, параллельных и перпендикулярных 
направлениям растягивающих усилий (для j = 0 и j = p/2), k2

± = 0; в случае 

Рис. 5. Графики распределения моментов Ms  /my в зависимости от q [рад] около контура 
отверстия L0 в плите из материала М3 с круговыми отверстиями для задач ЭМУ (сплош-
ная линия), МУ (штриховая линия), ЭУ (штрихпунктирная линия) и ТУ (пунктирная 
линия).
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действия Mx
∞ = mx при j ≤ p/4 около концов трещин в плите возникают зоны 

сжатий в направлеии трещин (k2
± < 0).

Как влияет расстояние между трещинами на значения КИМ, показывают 
данные табл. 4 и табл. 5. В табл. 4 для плиты с периодическим рядом тре-
щин длины 2l вдоль оси Ox (рис. 6, b), находящейся под действием моментов 
My

∞ = my, с точностью до множителя my√
–
l  приведены значения КИМ k1

± в за-
висимости от c/l, где c = hx – 2l – расстояние между вершинами соседних тре-
щин, а в табл. 5 для плиты с периодическим рядом перпендикулярных оси Ox 
трещин (рис. 6, c) при действии моментов Mx

∞ = mx с точностью до множителя 
mx√

–
l  даны значения тех же КИМ k1

±, а также моментов Ms  /mx около центров 
трещин, в зависимости от hx /l. При этом k2

± = 0.
Как следует из данных табл. 4 и табл. 5, при сближении друг с другом рас-

положенных вдоль одной линии трещин значения КИМ растут, и при близких 
расстояниях между трещинами эти значения становятся весьма большими, 
что может приводить к разрушению плиты. При сближении параллельных 
друг другу трещин КИМ для их концов наоборот уменьшаются, а моменты 
в точках перемычек сначала также уменьшаются, а затем при весьма близких 
расстояниях между трещинами растут.

Таблица 3. Значения КИМ для вершин периодического ряда наклоненных под 
углом j трещин

Способ
загружения

КИМ j
0 p/12 p/6 p/4 p/3 5p/12 p/2

My
∞ = my

k1
± 1.284 1.097 0.768 0.461 0.215 0.056 0.000

k2
± 0.000 0.048 0.084 0.128 0.148 0.114 0.000

Mx
∞ = mx

k1
± 0.000 0.078 0.280 0.526 0.749 0.901 0.955

k2
± 0.000 -0.130 -0.176 -0.095 0.120 0.338 0.000

(a) (b)          (c)

Рис. 6. Схема плиты с периодическим рядом трещин в зависимости от: (a) – угла j на-
клона трещин, (b) – расстояния между трещинами при j = 0°, (c) – расстояния между 
трещинами при j = 90°.

Таблица 4. Значения КИМ k1
± для вершин трещин вдоль оси Ox в зависимости 

от c/l

c/l
∞ 10 5 2 1 0.5 0.1 0.01

1.0 1.012 1.036 1.128 1.284 1.564 2.984 9.009
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Для плиты с двоякопериодической системой круговых отверстий радиуса 
a (b = a) из материала М2 при действии на бесконечности моментов My

∞ = my 
(односторонний изгиб) или Mx

∞ = My
∞ = mxy (двухсторонний изгиб) в зависимо-

сти от центрального угла q, отсчитываемого от положительного направления 
оси Ox, и отношения c/a, где c – расстояние между контурами соседних отвер-
стий, в табл. 6 даны значения изгибающих моментов Ms  /my или Ms  /mxy около 
контуров на площадках, перпендикулярных к нему.

Как видно из данных табл. 6, в случае двоякопериодической задачи при 
одностороннем изгибе плиты в зонах высокой концентрации моментов 
вблизи точек горизонтальных перемычек (при q = 0) значения моментов, как 
и в случае периодической задачи, растут, но для близких расстояний между 
контурами отверстий они значительно меньше, чем в случае периодической 
задачи (ср. данные табл. 6 с соответствующими данными табл. 1). В случае 
двустороннего изгиба плиты с двоякопериодической системой отверстий зна-
чения моментов в точках горизонтальных перемычек (в окрестности точки, 

Таблица 5. Значения КИМ k1
± для вершин и моментов Ms /mx около центров 

трещин, перпендикулярных оси Ox в зависимости от hx /l при действии 
моментов Mx

∞ = mx

Материал Величина hx  /l
∞ 1 0.5 0.1 0.01

М1 k1
± 1.000 0.625 0.446 0.208 0.095

Ms /mx 0.231 0.042 0.006 0.018 0.154

М2 k1
± 1.000 0.622 0.447 0.209 0.082

Ms /mx 0.609 0.131 0.022 0.035 0.314

М3 k1
± 1.000 0.776 0.586 0.272 0.114

Ms /mx 0.125 0.039 0.013 0.016 0.115

Таблица 6. Значения моментов Ms /my или Ms /mxy около контуров круговых 
отверстий в зависимости от c/a

q,
рад.

c/a
∞ 1 0.5 0.1 0.01 ∞ 1 0.5 0.1 0.01
Изгиб моментами My

∞ = my Изгиб моментами Mx
∞ =  My

∞ = mxy 
0 2.184 2.342 2.743 5.029 14.65 2.793 2.798 3.246 6.325 19.20

p/12 2.002 2.092 2.314 2.847 1.80 2.586 2.559 2.831 3.649 2.41
p/6 1.457 1.413 1.409 1.091 0.43 2.015 1.876 1.910 1.545 0.63
p/4 0.767 0.650 0.587 0.361 0.12 1.534 1.270 1.162 0.726 0.25
p/3 0.336 0.254 0.233 0.158 0.06 1.567 1.424 1.359 0.958 0.35

5p/12 0.230 0.195 0.198 0.284 0.20 1.881 2.044 2.209 2.607 1.58
p/2 0.231 0.203 0.197 0.516 1.72 2.042 2.351 2.671 4.790 13.53
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соответствующей q = 0) несколько увеличиваются по сравнению с односто-
ронним изгибом, а в зонах вертикальных перемычек (в окрестности точки, 
соответствующей q = p/2) они значительно выше, чем при одностороннем 
изгибе.

В заключение отметим, что полученные числовые результаты для анизо-
тропной плиты с периодическим или двоякопериодическим рядами круговых 
отверстий (задача ТУ) хорошо согласуются с известными из литературы. 

Таким образом, с использованием комплексных потенциалов теории изги-
ба тонких электромагнитоупругих плит [15] решена периодическая и двоя-
копериодическая задачи об изгибе плиты с эллиптическими (в частном слу-
чае круговыми) отверстиями или прямолинейными трещинами. При этом 
с помощью конформных отображений, разложений голоморфных функций в 
ряды Лорана, учета периодичности и двоякопериодичности электромагнито-
упругого состояния плиты и удовлетворения граничным условиям на одном 
из контуров обобщенным методом наименьших квадратов [16, 19, 20] задача 
сведена к переопределенным системам линейных алгебраических уравнений, 
решаемых методом сингулярных разложений [21, 22]. Для плиты с круговыми 
отверстиями или трещинами проведены численные исследования, с помощью 
которых установлены закономерности изменения ЭМУС в зависимости от 
физико-механических свойств ее материала и геометрических характеристик 
отверстий или трещин.

Работа выполнена в рамках государственного задания (регистрационный 
номер: 124012400354-0).
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SOLUTIONS OF PERIODIC AND DOUBLY PERIODIC BENDING 
PROBLEMS OF A THIN PIEZO PLATE WITH HOLES OR CRACKS

S. А .  Kaloerov a, *, A.  V.  Seroshtanov a, **
aDonetsk State University, Donetsk, DPR, Russia

*E-mail: kaloerov@mail.ru, **e-mail: aleks.serosht@gmail.com

The solutions of periodic and doubly periodic problems of bending of a piezo plate 
with elliptical holes or cracks are given with an analysis of the results of numerical 
studies. In this case, complex potentials of the theory of bending of thin electro-
magneto-elastic plates are used, holomorphic functions outside the holes are 
represented by Laurent series in negative powers of variables from the corresponding 
conformal mappings and, based on the periodicity or doubly periodicity of the 
electro-magneto-elastic state of the plate, the coefficients of the series from all 
the holes are expressed through the coefficients of the series from one, the so-
called main hole. The determination of the last coefficients is carried out from the 
boundary conditions on the contour of the main hole using the generalized least 
squares method. The results of numerical studies for a plate with circular holes or 
cracks with full or partial consideration of piezo properties, without taking them 
into account, are described. The patterns of influence on the values of bending 
moments and their concentration of the geometric characteristics of the discussed 
plates and the physico-mechanical properties of their materials are established.

Keywords: thin piezo plate with holes and cracks, periodic problem, doubly 
periodic problem, complex potentials.
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