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Статья является аналитическим обзором и посвящена теории тонких, 
изотропных упругих пластин. Приводятся основные соотношения теории, 
основанной на кинематической гипотезе, согласно которой тангенци-
альные перемещения распределяются линейно по толщине пластины, а 
ее прогиб не зависит от нормальной координаты. В результате получена 
система уравнений шестого порядка относительно двух потенциальных 
функций – проникающего потенциала, определяющего прогиб пластины, 
и краевого потенциала, позволяющего поставить на краю пластины три 
граничных условия и устранить известное противоречие теории пластин 
Кирхгофа. Рассмотрены задачи, не имеющие корректного решения в рам-
ках теории Кирхгофа – цилиндрический изгиб пластины со свободным 
краем, изгиб прямоугольной пластины с неклассическим шарнирным 
закреплением, кручение квадратной пластины моментами, распределен-
ными по контуру, изгиб пластины жестким штампом. В заключение пред-
ставлен краткий исторический обзор работ, посвященных теории изгиба 
пластин.
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DOI: 10.31857/S1026351924020018, EDN: uwrosi

1. Введение. Рассмотрим прямоугольную пластину, отнесенную к 
координатам x y z, , , и определим ее как тело, относительная толщина 
которого h h a= / , где a  – характерный размер пластины в плане (рис. 1), 
значительно меньше единицы. Асимптотический анализ уравнений теории 
упругости показывает [1], что если принять порядок деформаций пластины 
в плоскости xy  равным ε , то порядок деформаций сдвига в плоскостях 
xz  и yz  оказывается равным h 2ε , а порядок деформации в направлении 

оси z  составляет h 4ε . Таким образом, трансверсальные по отношению к 
плоскости xy  деформации для относительно тонких пластин оказываются 
второстепенными. Это обстоятельство, по существу, и лежит в основе 
традиционно называемой классической теории пластин, построенной в XIX в. 
С. Пуассоном и Г. Кирхгофом [2] и предполагающей линейное распределение 



4                                                 ВАСИЛЬЕВ

тангенциальных перемещений по толщине пластины и независимость прогиба 
от нормальной координаты, то есть

	
u x y z z x y u x y z z x y

u x y z w x y

x x y y

z

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

= =

=

θ θ
,	  (1.1)

Здесь θx  и θy  – углы поворота элемента пластины в плоскостях xz  и yz , 
которые выражаются через прогиб пластины:

	 θ θx y
w
x

w
y

= − ∂
∂

= − ∂
∂

, .	  (1.2)

Для поля перемещений, определяемого равенствами (1.1) и (1.2), имеем 
ε εxz yz= = 0  и εz = 0 , то есть трансверсальные деформации отсутствуют. В 
результате теория сводится к бигармоническому уравнению для прогиба:
	 D w p∆∆( ) = .	 (1.3)

где D Eh= −3 212 1/ ( )ν  – изгибная жесткость пластины и р  – давление, 
действующее на ее поверхности. 

Традиционная классическая теория обладает принципиальным недостатком, 
следующим из соотношений (1.2). В задаче изгиба элемент пластины обладает 
тремя независимыми степенями свободы, соответствующими перемещению w  
и углам поворота θ θx y, . Однако в обсуждаемой теории эти кинематические 
переменные не являются взаимно независимыми, так как углы поворота 
выражаются через прогиб. В результате возникает известное противоречие 
между порядком уравнения (1.3) и числом граничных условий – на краю 
пластины действуют три напряжения (два касательных и одно нормальное, 

Рис. 1. Напряжения, действующие в пластине.
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(рис. 1), а уравнение (1.3) позволяет сформулировать только два условия. Это 
противоречие породило многолетнюю дискуссию, которая завершилась фор-
мальным преобразованием статических граничных, предложенных Г. Кирхго-
фом [3] и физически обоснованных Томсоном и Тэтом [4], но не приведших 
к окончательному решению проблемы [5]. Попытки построить теорию 
пластин, свободную от отмеченного недостатка, продолжаются [6]. Здесь не 
обсуждаются многочисленные работы, посвященные уточненным теориям 
пластин из материалов с относительно низкой трансверсальной жесткостью. 
Рассматриваются тонкие изотропные пластины, то есть предлагается ревизия 
традиционной классической теории пластин.

2. Уравнения теории пластин. Приведем основные соотношения теории, 
выведенные в работах [7–9] и основанные на результатах, полученных 
Г. Кирхгофом [3], Г. Генки [10] и Л. Болле [11]. Поле перемещений задается, как 
и в теории Г. Кирхгофа, равенствами (1.1), в которых углы поворота являются 
независимыми переменными и не связаны с прогибом равенствами (1.2). Эти 
равенства, предложенные Г. Генки [10], обеспечивают существование трех 
независимых степеней свободы элемента пластины и устраняют основной 
недостаток традиционной классической теории. При этом трансверсальные 
деформации сдвига оказываются отличными от нуля и учитываются приближенно, 
а деформация в направлении оси z  остается равной нулю. Напряжения, 
действующие в плоскости пластины, определяются законом Гука и имеют вид:

	 σ
θ

ν
θ

τ ν
θ θ

x
x y

xy
x yEz

x y
х у E z

y x
=

∂
∂

+
∂
∂









 = −

∂
∂

+
∂
∂









( , ), ( )

1
2

1  =
−

, E
E

1 2ν
.	

(2.1)

Символ ( , )х у  обозначает перестановку индексов, позволяющую получить 
из равенства для направления х  аналогичное равенство для направления у . 
Имеется принципиальная возможность использовать аналогичный подход для 
определения трансверсальных касательных напряжений, то есть

	 τ ν ν θxz
x z

xE
u
z

u

x
E

w
x

х у= −
∂
∂

+
∂
∂









 = − +

∂
∂









1
2

1
1
2

1( ) ( ) ( , ).	 (2.2)

Это выражение не удовлетворяет статическим граничным условиям 
на поверхностях пластины, которые свободны от нагрузки так, что 
τxz z h( / )= ± =2 0  (рис. 1). Однако полученный результат является неправо-
мерным, так как он требует дифференцирования перемещения ux  по координате 
z . Дело в том, что функция u zx ( )  в равенствах (1.1) является приближенной, а 
дифференцирование приближенных функций, как известно, не допускается. Для 
того чтобы исключить операцию дифференцирования, введем равнодействующие 
касательных напряжений – поперечные силы:

Q dz E u h u h h
w
x

Sx xz
h

h

x x x= = − − − + ∂
∂







=
−
∫ τ ν γ
/

/

( ) ( / ) ( / ) (
2

2
1
2

1 2 2 хх у, )., (2.3)
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	 γ θx x
w
x

x y= +
∂
∂

( , ) .	 (2.4)

Здесь γx  – осредненная по толщине пластины деформация сдвига, а 
S Eh= −( ) /1 2ν  – жесткость пластины при трансверсальном сдвиге. Таким 
образом, равенство (2.2) в рассматриваемой теории отсутствует, а соотношения 
упругости для трансверсального сдвига существуют только в форме осредненной 
по толщине. Такая ситуация представляется естественной, так как деформация 
пластины в направлении оси z равна нулю, то есть она считается абсолютно 
жесткой в этом направлении. Как известно, распределение напряжений по 
поверхности абсолютно жесткого тела не влияет на его поведение – существенны 
только равнодействующие силы (в рассматриваемом случае это поперечные 
силы Qx  и Qy ).

Напряжения (2.1) статически эквивалентны моментам:

	 M zdz D
x y

х уx x
h

h
x y= =

∂
∂

+
∂
∂





−

∫ σ
θ

ν
θ

/

/

( , )
2

2

,	

	 M zdz D
y xxy xy

h

h
x y= = −

∂
∂

+
∂
∂











−
∫ τ ν

θ θ

/

/

( )
2

2
1
2

1 .	 (2.5) 

Моменты и поперечные усилия, действующие на элемент пластины, связаны 
традиционными уравнениями равновесия:

∂
∂

+
∂

∂
− =

M
x

M

y
Qx xy

x 0,  
∂
∂

+
∂

∂
− =

M

y

M

x
Qy xy

y 0,  ∂
∂

+
∂
∂

+ =
Q
x

Q

y
px y 0 .	 (2.6)

Подставляя в эти уравнения силы и моменты из равенств (2.3), (2.4) и (2.5), 
получим следующую систему:
	 L L L wx y11 12 13 0( ) ( ) ( )θ θ+ + = 	 (2.7)

	 L L L wx y21 22 23 0( ) ( ) ( )θ θ+ + = 	 (2.8)

	 L L L w px y31 32 33 0( ) ( ) ( )θ θ+ + + = 	  (2.9)

Здесь

L
D
S x

k
y

11

2

2
2

2

2
( )

( ) ( )
( ),⋅ =

∂ ⋅
∂

+
∂ ⋅
∂

− ⋅  L L k
x y12 21

2
21

1
( ) ( )

( )
⋅ = ⋅ =

+
−

∂ ⋅
∂ ∂

ν
ν

,

L
D
S y

k
x

22

2

2
2

2

2
( )

( ) ( )
( ),⋅ =

∂ ⋅
∂

+
∂ ⋅
∂

− ⋅  L
S

L
x13 31

1
( ) ( )

( )
⋅ = − ⋅ = −

∂ ⋅
∂

,

L
S

L
y23 32

1
( ) ( )

( )
,⋅ = − ⋅ = −

∂ ⋅
∂

 L S33( ) ( )⋅ = ⋅∆ .



ТЕОРИЯ ТОНКИХ УПРУГИХ ПЛАСТИН...� 7

k
D
S

2

2
1= −( ),ν  ∆( )

( ) ( )
⋅ =

∂ ⋅
∂

+
∂ ⋅
∂

2

2

2

2x y
.

Используя операторный метод, приведем эту систему к одному уравнению 
относительно функции F  в соответствии с равенствами:

	 θx L L F L L F
x

L F= − = −
∂
∂12 23 13 22( ) ( ) ( ),,	

	 θy L L F L L F
y

L F= − = −
∂
∂21 13 23 11( ) ( ) ( ) ,	 (2.10)

	 w L L F L L F L F
D
S

L F= − = −11 22 12 21( ) ( ) ( ) ( ),∆  L F F k F( ) = − 2∆ .	(2.11)

Подстановка равенств (2.10) в уравнения (2.7) и (2.8) приводит к тождествен-
ному удовлетворению этих уравнений, а подстановка в уравнение (2.9) дает

	 D F p∆∆∆( ) = .	 (2.12)

Предположим, что L F( ) ≠ 0, и введем потенциальную функцию:	

	 ϕ = L F( ) .	 (2.13)

Тогда из соотношений (2.10) и (2.11) следует:

	 θ
ϕ

x x
= −

∂
∂

,  θ
ϕ

y y
= −

∂
∂

,  w
D
S

= −ϕ ϕ∆ .	 (2.14)

и уравнение (2.12) приводится к форме:

	 D p∆∆ϕ = .	 (2.15)

Следует заметить, что уравнение (2.15) имеет четвертый порядок, тогда как 
система (2.7)–(2.9) имеет шестой порядок. Следовательно, должно существовать 
еще одно уравнение второго порядка. Учтем, что преобразования (2.10), (2.11) 
несправедливы, если L F( ) = 0 . В этом случае, согласно равенствам (2.11), w = 0 . 
Как следует из соотношений (2.14), функция ϕ  является потенциалом движения 
в плоскости пластины. Действительно, при z z= 0  из равенств (1.1) имеем:

	 u z
x

zx x
0

0 0= = −
∂
∂

θ
ϕ

,  u z
y

zy y
0

0 0= = −
∂
∂

θ
ϕ .	 (2.16)

В результате угол поворота в плоскости пластины

	 ωz
x yu

y

u

x
0

0 0
1
2

0=
∂
∂

−
∂
∂













= .	  (2.17) 
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Как известно из кинематики, в общем случае движение складывается из 
потенциальной и вращательной составляющей. Вращение в плоскости пла-
стины описывается соотношениями:

	 θ
ψ

x y
=

∂
∂

,  θ
ψ

y x
= −

∂
∂

,  w = 0 .	 (2.18)

В этом случае аналогично равенствам (2.16) и (2.17) имеем:

u
y

zx
0

0=
∂
∂
ψ

,  u
x

zy
0

0= −
∂
∂
ψ

,  ω ψz
z0 0

2
= ∆ .

Подстановка равенств (2.18) в уравнение (2.9) дает р = 0, а уравнения (2.7) 
и (2.8) принимают вид:

∂
∂

=
x

L( ) ,ψ 0  ∂
∂

=
y

L( )ψ 0 .

Оператор L( )⋅  определяется равенством (2.11). Таким образом, L t( ) .ψ = cons  
Принимая несущественную для потенциальной функции константу равной 
нулю, получим:

	 k2 0∆ψ ψ− = ,  k
D
S

h2
2

2
1

6 1
= − =

−
( )

( )
ν

ν
.	 (2.19) 

Поскольку задача является линейной, ее общее решение определяется 
суперпозицией решений (2.14) и (2.19), то есть

	 θ
ϕ ψ

x x y
= −

∂
∂

+
∂
∂

,  θ
ϕ ψ

y y x
= −

∂
∂

−
∂
∂

,  w
D
S

= −ϕ ϕ∆ .	 (2.20)

Потенциалы ϕ  и ψ  определяются из уравнений (2.15) и (2.19). Моменты 
и поперечные усилия выражаются через потенциальные функции следующим 
образом:

M D
x y x yx = −

∂
∂

+
∂
∂

− −
∂
∂ ∂













2

2

2

2

2

1
ϕ

ν
ϕ

ν
ψ

( ) ,,

M D
y x x yy = −

∂
∂

+
∂
∂

+ −
∂
∂ ∂













2

2

2

2

2

1
ϕ

ν
ϕ

ν
ψ

( ) ,

	 M D
x y x y

xy = − −
∂
∂ ∂

+
∂
∂

−
∂
∂























( )1
1
2

2 2

2

2

2
ν

ϕ ψ ψ ,	 (2.21)

Q S
w
x

D
x

S
yx x= +

∂
∂







 = −

∂
∂

+
∂
∂

θ ϕ
ψ

∆ ,  Q S
w
y

D
y

S
xy y= +

∂
∂







 = −

∂
∂

+
∂
∂

θ ϕ
ψ

∆ ,

Напряжения, действующие в плоскости пластины, следуют из равенств 
(2.1) и (2.5):



ТЕОРИЯ ТОНКИХ УПРУГИХ ПЛАСТИН...� 9

	 σx
xM

h
z=

12
3

,  σy
yM

h
z=

12
3

,  τxy
xyM

h
z=

12
3

.	  (2.22)

Трансверсальные касательные напряжения определяются интегрированием 
уравнений равновесия теории упругости с учетом граничных условий на 
поверхностях пластины и имеют следующий окончательный вид:

	 τxz
xQ

h
z

h
= −











3
2

1
4 2

2
,  τyz

yQ

h
z

h
= −











3

2
1

4 2

2
.	 (2.23)

При S → ∞  имеем k = 0, из уравнений (2.15) и (2.19) следует ϕ = w , 
ψ = 0, и рассматриваемая теория вырождается в традиционную классическую 
теорию пластин. При конечном значении коэффициента сдвиговой жесткости 
построенная теория учитывает два эффекта, связанные с деформацией сдвига. 
Первый эффект связан со вторым членом в последнем равенстве (2.14) и учиты-
вает влияние сдвига на прогиб пластины при изгибе. Второй эффект описывается 
уравнением (2.19), которое определяет быстро изменяющееся напряженное со-
стояние, связанное с кручением пластины. Это состояние невозможно описать, 
если считать, что пластина обладает бесконечно большой жесткостью при 
поперечном сдвиге.

Таким образом, рассматриваемая теория сводится к уравнениям (2.15) и 
(2.19) для потенциальных функций ϕ  и ψ. Аналогичные функции были впервые 
введены в работе Л. Болле [11].

В теории Кирхгофа, как следует из соотношений (1.2) и (2.17), ϕ = w  и 
ψ = 0, то есть потенциальной функцией для углов поворота является прогиб, 
а потенциал, позволяющий учесть возможный поворот элемента пластины в 
ее плоскости, отсутствует.

3. Граничные условия. Полученные уравнения имеют в совокупности шестой 
порядок, и их решение должно удовлетворять на краю пластины трем граничным 
условиям. Для формулировки граничных условий воспользуемся вариационным 
принципом Лагранжа. В рамках принятых гипотез вариация функционала 
Лагранжа имеет вид:

δ

σ δ σ δ

τ δ τL

u
x

u

y

u
y

u

x

x
x

y
y

xy
x y

x=

∂
∂







 +

∂
∂









 +

+
∂
∂

+
∂
∂









 + zz

x

yz
y

u
z

w
x

u

z
w
y

δ

τ δ

∂
∂

+
∂
∂







 +

+
∂
∂

+
∂
∂





































−

∫∫∫

∫∫

dxdydz

p wdxdyδ

.

С учетом соотношений, представленных в разделе 2, этот функционал может 
быть приведен к двумерной форме:
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	 δ

δ
θ

δ
θ

δ
θ θ

L

M
x

M
y

M
y x

Q

x
x

y
y

xy
x y

x

=

∂
∂







 +

∂
∂









 +

+
∂
∂

+
∂
∂









 + γγ γ δx y yQ p w

dxdy

+ −





















∫∫ .	 (3.1)

Используя вариационный принцип Лагранжа и традиционные операции 
варьирования, из функционала (3.1) можно получить три уравнения равновесия 
(2.6). Отсюда следует, что рассматриваемая теория является энергетически 
согласованной. Таковой предлагается считать теорию, для которой из 
вариационного принципа Лагранжа следуют уравнения, обеспечивающие 
равновесие бесконечно малого элемента пластины как твердого тела [12, 13]. 
Заметим, что теория Кирхгофа не является энергетически согласованной. 
Действительно, вариация функционала (3.1) для этой теории имеет вид

	 δ δ δ δL M
w

x
M

w

y
M

w
x yx y xy=

∂
∂









 +

∂
∂









 +

∂
∂ ∂











2

2

2

2

2

2  −












∫∫ p w dxdyδ .	  (3.2)

и приводит к следующему вариационному уравнению:

	 ∂

∂
+

∂
∂ ∂

+
∂

∂
+ =

2

2

2 2

2
2 0

M

x

M

x y

M

y
px xy y .	 (3.3)

Равновесие бесконечно малого элемента пластины как твердого тела 
обеспечивается уравнениями (2.6). Вариационное уравнение (3.3) следует из 
них, но не эквивалентно им. Возможное нарушение условий равновесия эле-
мента пластины в теории Кирхгофа отмечается в работе П.А. Жилина [14].

Вернемся к обсуждаемой теории. Осуществляя варьирование в функционале 
(3.1) и используя принцип Лагранжа, получим:

	

δ
ϕ δ ψ ν ψ δθ

ψ ν δψ
L

D p w
y

S
D

x
S

D

x

=
−( ) + ∂

∂
− −





+

+ ∂
∂

− −


∆∆ ∆
2

1

2
1

( )

( )





















+ + +



 +

+

∫∫

∫

δθ

δθ δθ δ

y

x x xy y x x

dxdy

M M Q w dy( )

(MM M Q w dxy y xy x y y
δθ δθ δ+ +



 =∫ ) 0 .

	 (3.4)

Отсюда следуют уравнения (2.15) и (2.19) и три естественные граничные 
условия. Рассмотрим типовые граничные условия.

Предположим, что край x = 0  жестко закреплен. На нем, согласно уравнению 
(3.4), должны выполняться граничные условия θ θx y w= = = 0. При этом из 
равенств (1.1) следует u v w= = = 0, т.е. в рамках принятых гипотез перемещения 
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на закрепленном краю тождественно равны нулю. Используя равенства (2.20), 
имеем:

	 ∂
∂

=
∂
∂

ϕ ψ
x y

,  ∂
∂

= −
∂
∂

ϕ ψ
y x

,  D
S

∆ϕ ϕ= .	 (3.5)

Рассмотрим случай свободного опирания края x = 0. В рассматриваемой 
теории возможны два варианта граничного условия.

Классическое условие соответствует пластине, опертой на стенки, которые 
являются абсолютно гибкими и абсолютно жестким в своей плоскости. В этом 
случае на краю имеем w M x y= = =θ 0. С учетом соотношений (2.20) и (2.21) 
получим:

	 ϕ ϕ=
D
S

∆ ,  ∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂ ∂

2

2

2

2

2

1
ϕ

ν
ϕ

ν
ψ

x y x y
( ) ,  ∂

∂
= −

∂
∂

ϕ ψ
y x

.	  (3.6)

Проведем некоторые преобразования. Используя последнее условие (3.6), 
исключим ∂ ∂ψ / x  из второго условия. В результате получим ∆ϕ = 0 . Тогда с 
учетом первого условия для края x = 0  имеем:

	 ϕ ϕ= =∆ 0 .	 (3.7)

С учетом этих соотношений последнее условие (3.6) дает ∂ ∂ =ψ / x 0  на 
краях x a= 0, . Аналогично на краях y b= 0,  получим ∂ ∂ =ψ / y 0. Таким обра-
зом, функция ψ  определяется из однородного уравнения (2.19) с однородными 
граничными условиями, накладываемыми на нормальную производную функ-
ции. Такая краевая задача имеет тривиальное решение, т.е. ψ = 0  [15]. Таким 
образом, свободно опертая в традиционном смысле пластина описывается 
уравнением (2.15) с граничными условиями (3.7).

Второй случай свободного опирания соответствует пластине со свободными 
краями, лежащей на опорах. В этом случае w M Mx xy= = = 0  или 

	 ϕ ϕ=
D
S

∆ ,  ∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂ ∂

2

2

2

2

2

1
ϕ

ν
ϕ

ν
ψ

x y x y
( ) ,  ∂

∂ ∂
=

∂
∂

−
∂
∂











2 2

2

2

2

1
2

ϕ ψ ψ
x y y x

.	 (3.8)

Исключая из последнего условия ∂ ∂2 2ψ / x  с помощью уравнения (2.19), 
получим:

ψ ν
ψ ϕ

− −
∂
∂

−
∂
∂ ∂









 =

D
S y x y

( )1 0
2

2

2

.

При S → ∞ отсюда имеем ψ = 0 , и первые два условия (3.8) вырождаются 
в классические условия свободного опирания края пластины.

Критическими для теории Кирхгофа являются граничные условия для 
свободного края пластины. Выполняя операцию варьирования в функционале 
(3.2) и вводя поперечные силы с помощью уравнений равновесия (2.6), имеем:
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δ δ

δ

L
M

x

M

x y

M

y
p wdxdy

M
w
x

x xy y

x

=
∂
∂

+
∂
∂ ∂

+
∂

∂
+











+

+ ∂
∂




∫∫
2

2

2 2

2
2

















+ ∂
∂



















−

− +
∂

∂

∫ ∫dy M
w
y

dx

Q
M

y

o

b

x

y

a

y

x
xy

δ
0



















− +
∂

∂


















+∫ ∫δ δwdy Q
M

x
wdx M

b

x

y
xy

a

y0 0

2 xxy x y
wδ  ,

.

 	(3.9)

Из условия δL = 0  получим уравнение (3.3) и два граничных условия на краю 
x = 0  – одно для изгибающего момента и второе для обобщенной поперечной 

силы Кирхгофа:

	 K Q
M

y
D

x
w

x

w

y
x yx x

xy= +
∂

∂
= −

∂
∂

∂
∂

+ −
∂
∂













2

2

2

2
2( ) ( , )ν .	 (3.10)

Вторая часть этого условия была формально получена из вариационного 
принципа Г. Кирхгофом [3] без ассоциации с какой-либо силой. Первая часть 
условия (3.10) была получена позже У. Томсоном и П. Тэтом [4], которые 
использовали теорему статики, позволяющую привести крутящий момент к 
паре сил. Справедливость этой операции вызывает сомнение, так как такое 
приведение строго возможно для абсолютно жесткого тела, каковым не является 
упругая пластина. Еще один сомнительный момент связан с последним членом 
в равенстве (3.9). В угловой точке прямоугольной пластины (она обозначается 
символом х у, ) удвоенный крутящий момент умножается на δw  и может быть 
интерпретирован как сосредоточенная сила:

	 P M xy= 2 .	 (3.11)

В общем случае такие силы на пластину не действуют.
Вернемся к теории, рассмотренной в разделе 2. Если край х = 0  свободен от 

нагрузки, из равенства (3.4) имеем M M Qx xy x= = = 0. Из соотношений (2.22) 
и (2.23) при этом следует, что σ τ τx xy xz= = = 0 , то есть в рамках принятых 
гипотез напряжения на свободном краю пластины отсутствуют. С помощью 
равенств (2.21) получим:

∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

=
∂
∂

−
∂
∂











2

2

2

2

2 2 2

2

2

2
1

1
2

ϕ
ν

ϕ
ν

ψ ϕ ψ ψ
x y x y x y y x

( ) , 
∂
∂

=
∂
∂

,
D
S x y

∆ϕ
ψ .	 (3.12)

Преобразуем второе из этих условий. Исключая из него ∂ ∂2 2ψ / x  c помощью 
уравнения (2.19), дифференцируя вдоль края (по у ) и используя последнее 
условие (3.12) для исключения ∂ ∂ψ / y, найдем:
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∂
∂

∂
∂

+ −
∂
∂

−
∂
∂













=
x x y

D
S y

2

2

2

2

2

2
2 0

ϕ
ν

ϕ
ϕ( ) ∆ .

При S → ∞  имеем ϕ = w  и получаем граничное условие Кирхгофа, 
выражающееся через обобщенную поперечную силу (3.10). При этом угловые 
силы (3.11) не появляются. Рассмотрим некоторые задачи, иллюстрирующие 
теорию.

4. Анализ конкретных задач теории пластин. В качестве первой задачи 
рассмотрим пластину, занимающую область 0 0≤ < ∞ ≤ ≤x y b, , у которой 
края y = 0  и y b=  свободно оперты, а край x = 0  свободен от нагрузки (рис. 2). 
Пластина нагружена давлением, изменяющимся по закону p p y b1 0= sin / .π

Для свободно опертых продольных краев пластины имеем следующие 
граничные условия:

	 ϕ = 0,  ∂
∂

=
2

2
0

ϕ
x

,  ∂
∂

=
ψ
y

0 .	 (4.1)

Этим условиям удовлетворяет решение в виде:

	 ϕ λ= Φ( )sin ,x y  ψ λ= Ψ( )cos ,x y  λ π= / b .	 (4.2)

Подставляя выражения (4.2) в уравнения (2.15) и (2.19), получим:

D p( ) ,( ) ( )Φ Φ Φ4 2 2 4
02− + =λ λ  Ψ Ψ( ) ,2 2 0− =r  r

k
2 2

2

1
= +λ ,  λ

π
=

b
.

Решения этих уравнений для полубесконечной пластины (рис. 2) записы-
ваются следующим образом:

Φ = + +− −C e C xe
p

D
x x

1 2
0

4
λ λ

λ
,  Ψ = −C e rx

3 .

Рис. 2. Распределение относительных поперечных сил по продольной координате: 
 ____ Q x y bx ( , / )= 2 , - - - - - Q x y bx

k ( , / )= 2 , −∙−∙−  K x y bx ( , / )= 2 .
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Предположим, что край х = 0  свободен от нагрузки, то есть на нем 
выполняются условия M M Qx xy x= = =0 0 0, , , из которых определяются 
постоянные С1 2 3, , . В качестве примера рассмотрим пластину с параметрами 
h b/ . , .= =0 05 0 3ν , для которой λ = =3 14 69 35. / , . /b r b . Окончательно 
получим:

w
p

D
e

x
b

yx= + −

















−0
4

1 0 178 1 1 69
λ

λλ. . sin ,  Q
p

e e yx
x rx= −( )− −0 64 0. sin

ν
λ

λλ .

(4.3)
Для сравнения запишем решение, соответствующее классической теории 

пластин, которое при x = 0  должно удовлетворять условиям M Kx x= =0 0, , 
где K x  – обобщенная поперечная сила Кирхгофа (3.10). Имеем:

w
p

D
e

x
b

yk
x= + −


















−0
4

1 0 169 1 1 69
λ

λλ. . sin ,  Q
p

e yx
k x= −0 606 0. sin

ν
λ

λλ , (4.4)

	 K
p
b

xe yx
x= −0 666 0. sin

ν
λ

λλ .	 (4.5)

Сравнивая классическое решение (4.4) с равенствами (4.3), можно заклю-
чить, что прогибы пластины w  и wk  различаются незначительно. Изменение 
относительных поперечных усилий ( , ) ( , ) /Q K Q K p= λ ν0  по продольной 
координате показано на рис. 2. Усилие Qx  (4.3) в соответствие с граничным 
условием обращается в ноль при x = 0 . Усилие Qx

k  (4.4) не удовлетворяет этому 
условию, однако вдали от края x = 0  оно практически совпадает с усилием Qx  . 
Усилие K x  (4.5) удовлетворяет граничному условию, однако не имеет ничего 
общего с усилием Qx .

Известная проблема классической теории пластин связана с расчетом пластин, 
опирающихся ко контуру на упругие балки. Возникает вопрос: какую силу 
реактивную следует передавать на балку – поперечную силу Q  или обобщенную 
поперечную силу К? Для ответа на этот вопрос рассмотрим пластину, показанную 
на рис. 2, и предположим, что край х = 0  этой пластины подкреплен упругой 
балкой. Возможны два варианта уравнений равновесия балки. Согласно теории 
пластин, описанной в разделе 2, на балку действуют со стороны пластины 
поперечное усилие Qx

0  и крутящий момент M xy
0 , которые изгибают балку (ин-

декс 0  обозначает, что решение теории пластин записывается для края х = 0 ). 
Соответствующие уравнения равновесия балки имеют вид:

	 dQ
dy

Qb
x+ =0 0,  dM

dy
Q Mb

b xy− + =0 0 .	 (4.6)

Используя равенства (2.21) и решение (4.2) при S → ∞  и ψ = 0  (балка 
описывается классической теорией) имеем:

Q D
x

D yx
0

0
0

2
0= − ∂

∂






= − ′′′− ′( )∆ Φ Φϕ λ λsin ,
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M D
x y

D yxy
0

2

0

01 1− −
∂
∂ ∂









 = − − ′( ) ( ) cosν

ϕ
ν λ λΦ .

Интегрируя первое уравнение (4.6) и учитывая условие симметрии, согласно 
которому Q y bb( / )= =2 0 , получим:

Q
D

yb = − ′′′ − ′( )λ
λ λΦ Φ0

2
0 cos .

В результате второе уравнение (4.6) принимает вид:

	 dM
dy

D
yb + ′′′ − − ′



 =

λ
λ ν λΦ Φ0

2
02 0( ) cos .	 (4.7)

Теперь, согласно теории Кирхгофа, предположим, что на балку действует 
со стороны пластины только обобщенная поперечная сила:

K Q
M

y
D yx x

xy0 0
0

0
2

02= +
∂

∂
= − ′′′ − − ′



Φ Φ( ) sinν λ λ .

В этом случае уравнения равновесия балки имеют вид:

	 dQ
dy

Kb
x+ =0 0,  dM

dy
Qb

b− = 0 .	  (4.8)

Интегрируя первое уравнение (4.8), найдем:

Q
D

yb = − ′′′ − − ′



λ

ν λ λΦ Φ0
2

02( ) cos .

Подстановка этого результата во второе уравнение (4.8) приводит к уравнению 
(4.7). Таким образом, возможны два эквивалентных подхода к определению 
краевых реакций пластины, воздействующих на балку, – приложение крае-
вой поперечной силы Qx

0  в сочетании с краевым крутящим моментом M xy
0  

или приложение обобщенной поперечной силы K x
0 . Полученный результат 

представляется естественным, так как обобщенная поперечная сила получается 
в результате статического преобразования крутящего момента к поперечной 
силе. Таким образом, при расчете пластин с краем, подкрепленным балкой, 
в рамках теории Кирхгофа силу взаимодействия между пластиной и балкой 
следует определять как обобщенную поперечную силу Кирхгофа.

В качестве второго примера рассмотрим прямоугольную пластину, показанную 
на рис. 3 и нагруженную давлением, распределенным по закону:

	 q р q
x

a
y

b
= − = 0 cos cos

π π .	  (4.9)

Такая нагрузка, с одной стороны, позволяет существенно упростить решение, 
а с другой стороны, позволяет сохранить все качественные особенности решения, 
соответствующего произвольной нагрузке. При традиционном свободном 
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опирании на краю пластины отсутствуют прогиб, изгибающий момент и угол 
поворота в плоскости края.

Изгиб пластины описывается уравнениями (2.15) и (2.19) с граничными 
условиями в форме (3.7). Представим функцию ϕ , удовлетворяющую этим 
граничным условиям, в виде:

ϕ ϕ
π π

= 0 cos cos
x

a
y

b
.

Используя уравнение (2.15) для нагрузки в форме (4.9), получим:

ϕ
π

0
0

4 4

4 2 2 2
= −

+( )
q a b

D a b
.

В результате прогиб пластины (2.14) принимает вид:

w
q a b

D a b

D
S a b

x
a0

0
4 4

4 2 2 2

2

2 2
1

1 1
= −

+( )
+ +


















π

π π π
cos cos

уу
b

.

Второе слагаемое в квадратных скобках учитывает влияние деформации 
сдвига на прогиб пластины. Для рассматриваемых граничных условий ψ = 0 . 
Равенства (2.21) приводят к следующим выражениям для поперечных усилий:

	 Q Q
x

a
y

bx x= 0 sin cos ,
π π  Q Q

x
a

y
by y= 0 cos sin

π π ,	 (4.10)

где 
Q

q ab

a b
x
0 0

2

2 2
=

+( )π
,  Q

q a b

a b
y
0 0

2

2 2
=

+( )π
.

Найдем равнодействующую опорных реакций. С учетом равенств (4.10) имеем:

Рис. 3. Прямоугольная свободно опертая пластина.
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R Q a Q a dy Q b Q b dxx x
b

b

y y
a

a

= − −[ ] + − − 
− −
∫ ( / ) ( / ) ( / ) ( / )
/

/

/

2 2 2 2
2

2

2

//

.
2

2 0
4

∫ =
π

q ab.

(4.11)
С другой стороны, равнодействующая внешней нагрузки (4.9) имеет вид:

	 R qdxdy q ab
b

b

a

a

= =
−−
∫∫
/

/

/

/

2

2

2

2

2 0
4

π
.	 (4.12)

Таким образом, поперечные усилия Qx и Qy уравновешивают внешнюю 
нагрузку. Распределение безразмерного усилия Q Q Qx x= / 0  по краю x = a/2 
для квадратной (a = b) пластины показано на рис. 4.

Рассмотрим аналогичную задачу в рамках классической теории пластин. 
При нагрузке (4.9) решение уравнения (1.3) имеет вид:

w
q a b

D a b

x
a

y
b

= −
+( )

0
4 4

4 2 2 2
π

π π
cos cos .

Поперечные усилия Q, действующие на краях пластины, уравновешивают 
внешнюю нагрузку, однако традиционно [16] в качестве опорных реакций в 
рассматриваемой задаче предлагается считать обобщенные поперечные усилия 
Кирхгофа (3.10), т.е., например:

	 K
q ab

a b
b a

x
a

y
bx = −

+
+ −





0
2

2 2 2
2 22

π
ν

π π
( )

( ) cos cos .	 (4.13)

Замена Q на K в выражении (4.11) дает следующую равнодействующую 
опорных реакций:

R R
a b

a b
1

2 2

2 2 2
1

2 1
= +

−( )
+( )

















ν
.

Эта величина не совпадает с силой R, определяемой равенством (4.11), т.е. 
обобщенные поперечные усилия Кирхгофа не уравновешивают внешнюю на-
грузку. Для квадратной (a = b) пластины различие составляет 1 2−( )ν / , т.е. 
35%. Для других задач это различие может быть еще больше [17]. Распределение 
безразмерного усилия K K Qx x= / 0  по краю x = a/2 для квадратной пластины 
показано на рис. 4. Для выполнения условия равновесия пластины как твердого 
тела необходимо учесть сосредоточенные силы (3.11), приложенные в угловых 
точках пластины. Если обобщенные усилия Кирхгофа трактуются как реальные 
контурные реакции, то и эти силы (необходимые для равновесия пластины) 
следует считать реальными. В результате равнодействующая опорных реакций 
имеет вид
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R R R= −1 ∆ , ∆R M
q a b

a b
xy x y

=   =
−( )

+( )
8

2 1 0
2 2

2 2 2 2,

ν

π

и уравновешивает приложенную нагрузку.
Заметим, что точное решение задачи теории упругости для свободно опертой 

плиты получено в 1931 г. Б.Г. Галеркиным. Для плиты, поверхности z = ±h/2 
которой свободны от касательных напряжений, а поверхность z = –h/2 нагружена 
давлением (4.9), трансверсальные напряжения имеют вид:

	 τ νxz x
F

F

z
=

∂
∂

−( ) −
∂
∂













1
2

2
∆ ,  τ νyz y

F
F

z
=

∂
∂

−( ) −
∂
∂













1
2

2
∆ 	  

σ νz z
F

F

z
=

∂
∂

−( ) −
∂
∂













2
2

2
∆ ,  ∆( )

( ) ( ) ( )
⋅ =

∂ ⋅
∂

+
∂ ⋅
∂

+
∂ ⋅
∂

2

2

2

2

2

2x y z
,

где 

F = (C1shλz + C2chλz + C3zchλz + C4zshλz )sin ≠x
a

cos ≠y
b

, λ π= +
1 1
2 2a b

	

Постоянные С1 – С4 определяются из граничных условий σz h−( ) =/ 2 0 , 

σz h q/ 2( ) = − , τ τxz xzh h−( ) = ( ) =/ /2 2 0 (или τyz h / 2( ) = −( ) =τyz h / 2 0). 

Рис. 4. Распределение поперечных усилий по краю пластины.
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Не останавливаясь на определении этих постоянных, заметим, что 
приведенное решение, очевидно, не имеет особенностей в угловых точках 
пластины, которые могут быть интерпретированы как сосредоточенные силы. 
Таким образом, для свободно опертой пластины преобразования Кирхгофа и 
Томсона–Тэта явно несправедливы. Более того, в этих преобразованиях просто 
нет необходимости.

Рассмотрим прямоугольную пластину с нетрадиционным вариантом 
свободного опирания, при котором на краю пластины отсутствуют прогиб, 
изгибающий и крутящий моменты. В этом случае граничные условия 
определяются равенствами (3.8). Для края x t= cons  граничные условия имеют 
вид:

	 φ φ− =
D
S

∆ 0,  ∂
∂

+
∂
∂

− −( ) ∂
∂ ∂

=
2

2

2

2

2

1 0
φ

ν
φ

ν
ψ

x y x y
	  (4.14)

	 2 0
2 2

2

2

2

∂
∂ ∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=
φ ψ ψ

x y x y
	  (4.15)

Рассмотрим квадратную (a = b) пластину, нагруженную давлением (4.9) 
(рис. 3), и будем искать решение уравнений (2.15) и (2.19) в форме [15]:

	

φ
π

λ λ

λ λ λ λ

= − +

+ +( )
 +

+

∑

qa

D
x y

C y x x ym
m m m m

m

4

4 1 1

1

4
cos cos

ch cos ch cos

CC y y x x x ym
m m m m2 sh cos sh cosλ λ λ λ+( ),

	  (4.16)

ψ κ λ κ λ= +( )∑B y x x ym m m m m
m

sh sin sh sin ,

λ
π

m m
a

= −( )2 1 ,  κ λm m s2 2 2= + .

Подстановка решений (4.16) в граничные условия (4.14) позволяет выра-
зить коэффициенты C m

1  и C m
2  через Bm , а граничное условие (4.15) приводит 

к бесконечной системе алгебраических уравнения для коэффициентов Bm . 
Есть основания ожидать, что для одночленной аппроксимации давления (4.9) 
можно ограничиться в рядах (4.16) только одним первым членом, приняв m = 1 
и λ λ πm a= =1 / . В результате можно получить приближенное распределение 
поперечного усилия по краю x = a/2 пластины в виде:

Q
Q

Q

y
a

a y
h

y
ax

x

x

*
*

cos
ch

ch
cos= = −

−
−









0

1 3
2

π ν
π

λ
λ

π π ,

где 

Q
q a

x
0 0

2
=

π
,  λ

π
= +

2

2 2

12

a h
,  λ λ=

1
2

a .
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Распределение усилия Q y bx
∗( / )  по краю x a= / 2  пластины с относительной 

толщиной h a/ .= 0 1  показано на рис. 4 штриховой линией. В середине 
рассматриваемой стороны, т.е. при y = 0 имеем:

Q yx
*( ) ( ) /= = + −0 1 1 2ν .

При y=0 усилие Qx
*  совпадает не с поперечным усилием Qx , следующим 

из классической теории пластин, а с обобщенным усилием Кирхгофа Kx . В 
угловой точке края, т.е. при y = a / 2, получим:

	 Q y a a hx
*( / ) ( ) /= = − −2 1 3ν π .	  (4.17)

Как следует из рис. 4, в средней части края кривая отражает распределение 
обобщенного поперечного усилия Кирхгофа классической теории пластин 
(сплошная линия K x ), а в окрестности угловой точки имеет место краевой 
эффект (штриховая кривая Qx

* ), изменяющий знак усилия Qx
* . Для абсолют-

но тонкой пластины ( h → 0 ) равенство (4.17) имеет особенность, которую 
можно интерпретировать как сосредоточенную силу. Таким образом, для 
рассматриваемых граничных условий обобщенное поперечное усилие Кирхгофа 
является контурной реакцией в средней части края, а сосредоточенная сила, 
получаемая в угловой точке края в результате преобразований Кирхгофа и 
Томсона–Тэта, может быть истолкована как асимптотическое приближение 
для бесконечно тонкой пластины. Заметим, что этот анализ справедлив только 
для пластины, лежащей на опорах. В работе [16] он неправомерно используется 
для обоснования теории Кирхгофа применительно к задаче об изгибе 
пластины с традиционным вариантом классического шарнирного опирания. 

Рис. 5. Кручение пластины распределенными моментами и угловыми силами.
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Асимптотическая интерпретация преобразований Кирхгофа и Томсона–Тэта 
обсуждается в работе П.А. Жилина [14].

Рассмотрим еще одну классическую задачу теории упругих пластин – кручение 
квадратной изотропной пластины моментами, распределенными по краям 
пластины и силами, приложенными в угловых точках (рис. 5) [18].

Задача о кручении пластины угловыми силами занимает особое место 
в теории пластин. Ее традиционное решение, полученное в конце XIX в. 
Г. Лэмбом, В. Томсоном и П. Тэтом [19] и экспериментально обоснованное 
А. Надаи [20], до настоящего времени используется в учебной литературе для 
иллюстрации преобразований Кирхгофа и Томсона–Тэта [16] и служит осно-
вой для экспериментального метода определения модуля сдвига ортотропных 
материалов [21].

Рассмотрим чистое кручение пластины моментами M, равномерно 
распределенными по ее сторонам (рис. 5, а). Прогиб пластины w описывается 
в рамках традиционной классической теории пластин уравнением (1.3). Задавая 
прогиб в виде
	 w

Mxy
D

= −
−( )1 ν

	 (4.18)

и полагая, что давление p = 0 , можно тождественно удовлетворить уравнение 
(1.3) и получить решение, соответствующее условиям нагружения пластины, 
показанной на рис. 5, а. Однако в теории Кирхгофа существует обсуждавшееся 
выше преобразование, приводящее крутящий момент к обобщенной поперечной 
силе (3.10). Для прогиба в форме (4.18) эта сила равна нулю, и отличными от 
нуля оказываются только угловые сосредоточенные силы (3.11). Таким образом, 
формально задача о кручении пластины распределенными краевыми моментами 
(рис. 5, а) в рамках теории Кирхгофа сводится к задаче кручения пластины 
угловыми сосредоточенными силами P = 2Mxy. Для пластины, показанной на 
рис. 5, b, имеем P = 2M. Прогиб такой пластины определяется равенством (4.18), 
если выразить M через P, то есть

	 w
Pxy

D
=

−2 1( )ν
.	 (4.19)

Таким образом, задачи о кручении пластин, показанных на рис. 5, a и 
5, b, формально являются идентичными, если справедливы преобразования 
Кирхгофа. Однако фактически эти задачи различаются, что вызывает сомнение 
в справедливости этих преобразований. Действительно, выражение (4.18) явля-
ется точным решением задачи о кручении пластины моментами (рис. 5, а). При 
таком нагружении в пластине действуют только крутящие моменты, и пластина 
находится в равновесии при отсутствии поперечных сил Qx и Qy. Однако в за-
даче о кручении пластины угловыми силами (рис. 5, b) поперечные силы также 
оказываются равными нулю. Если выделить некоторой гладкой кривой участок 
пластины в окрестности ее угла, то этот участок оказывается нагруженным 
только угловой силой P и не находится в равновесии.

Ограниченность традиционной классической теории пластин применительно к 
рассматриваемой задаче о кручении пластины в еще большей степени проявляется 
в задаче о кручении пластины моментами, равномерно распределенными по 
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контуру (рис. 5, с). В этом случае сила Кирхгофа оказывается равной нулю, и 
угловые силы, появляющиеся в результате преобразования Кирхгофа, отсутству-
ют. В результате задача классической теории пластин оказывается однородной 
и имеет только тривиальное решение. Таким образом, нагрузка, показанная на 
рис. 5, с, не вызывает деформации пластины, что трудно признать корректным 
решением.

На основании изложенного выше можно заключить, что для решения задачи 
о кручении пластины угловыми силами необходимо привлекать теорию пластин, 
описанную в разделе 2. Эта теория сводится к уравнениям (2.15) и (2.19) для 
потенциальных функций ϕ( , )x y  и ψ( , )x y . Рассмотрим задачу о кручении 
пластины краевыми моментами, показанную на рис. 5, а. Примем решение в виде:

ϕ
ν

=
−

Mxy
D( )

,
1

 ψ = 0 .

Тогда уравнения (2.15) и (2.19) удовлетворяются тождественно (при p = 0  ), 
изгибающие моменты и поперечные силы (2.21) оказываются равными 
нулю, крутящий момент M Mxy = , а последнее равенство (2.20) приводит 
к соотношению (4.18) для прогиба пластины. Таким образом, для пластины, 
нагруженной моментами (рис. 5, а), полученное решение совпадает с решением, 
следующим из традиционной классической теорий пластин.

Получим решение задачи о кручении пластины угловыми силами (рис. 5, b). 
Введем безразмерные координаты x x a y y a= =/ , / , где 2a – длина стороны 
пластины так, что − ≤ ≤1 1x y, , и представим угловые силы в виде поверхност-
ной нагрузки, действующей на срединную плоскость пластины. Разлагая эту 
нагрузку в двойной тригонометрический ряд, получим:

p
P

a
x ym

n
n

m
m n= ∑∑4

2
sin sin sin sin ,λ λ λ λ  λ πm

m
=

−2 1
2

,  λ πn
n

=
−2 1

2
.

Подставляя p  в уравнение (2.15), найдем его частное решение:

	 ϕ
λ λ

λ λ
λ λp

m n

m n
nm

m n
Pa
D

x y=
+( )

∑∑4 2

2 2 2

sin sin
sin sin .	 (4.20)

Учитывая условия симметрии задачи, общие решения однородных уравнений 
(2.15) и (2.19) будем искать в форме:

	
ϕ λ λ λ λ

λ λ

0 1

2

= +( ) +

+

∑

∑

C x y x y

C x x y

m

m
m m m m

m

m
m m

sin sinh sinh sin

cosh sin ++( )y y xm mcosh sinλ λ ,
 	 (4.21)

ψ λ η η λ0 3= −( )∑C x y x ym

m
m m m mcos cosh cosh cos ,  η λm m

a

h
2 2

2

2

12
= + .	 (4.22)
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В результате общие решения принимают вид ϕ ϕ ϕ= +p 0  и ψ ψ= 0 . Под-
ставляя эти решения в равенства (2.20) и (2.21), получим следующие выражения 
для прогиба, моментов и поперечной силы:

	

w
Pa
D

C x y x y

C x

m

m
m m m m

m

m

=





+( ) +

+

∑

∑

4 2

1

2

sin sinh sinh sin

cosh

λ λ λ λ

xx y y y x

h
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x y x

m m m

m
m m m
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( )
sinh sin sin
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2

23 1
ssinh ]

sin sin
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λ
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m

m n
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h
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( ) +

+
+( )

+
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−
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2 2 2

2 2 2

2
1

6 1













 }sin sinλ λm nx y ,

	  (4.23)

M P C x y x y

C
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M P C x y x yxy
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 	 (4.25)
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	(4.26)

Здесь введены безразмерные коэффициенты:

	 C C
D

Pa
i
m

i
m=

4 2
 ( , , )i = 1 2 3 .	 (4.27)

Постоянные Ci
m  определяются из граничных условий, которые для края 

x = 1  имеют вид:
	 Q yx ( ) ,= 0  M yxy( ) ,= 0  M yx ( ) = 0 .� (4.28)

Из первого и второго граничных условий (4.28) найдем:

	 C
h

a
Cm m m

m

m
3

2

2 2
3 1

=
−

λ λ

ν η
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( ) cosh
,  C c Cm

m
m

1 2= − ,  	

	 c
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m

m m
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−
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6 1

2 2 2
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λ

λ η

λ ν
tanh

( )

( )
.	 (4.29)

Подставляя коэффициенты (4.29) в третье граничное условие (4.28), умно-
жая его на sinλi y  и интегрируя по у  от 1 до 2, получим следующую связанную 
систему линейных алгебраических уравнений относительно постоянных C m

2 :
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		  (4.30)

В работе А. Надаи [20] приведены результаты экспериментального ис-
следования стальной пластины с параметрами a = 81 32. мм, h = 14 96. мм 
( / . )h a2 0 092= , E = 198 44.  ГПа, ν = 0 3.  и Р = 4 96. КН. Прогиб пластины 
измерялся с высокой точностью (до 0.001мм) в точках, расположенных на 
диагонали 0–2 пластины, показанной на рис. 5, b. Для точек диагонали 
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имеем x y s= = 2 , где s s a= /  и s  – диагональная координата (рис. 5, b). 
Для численного анализа в приведенных выше разложениях принималось 
m n i= = = 10 . Результаты представлены на рис. 6, где показаны зависимости 
относительного прогиба пластины w wD Pa= / ( )2  от диагональной координаты 
s . Точками показаны результаты эксперимента. Сплошная линия соответствует 
решению (4.23), штриховая линия соответствует традиционному классическому 
решению (4.19).

Как следует из рис. 6, классическая теория пластин описывает прогиб с 
удовлетворительной точностью. Однако этот вывод справедлив только для 

Рис. 6. Распределение прогиба вдоль диагонали квадратной пластины, соответствующее ре-
шениям (4.23) (    ) и (4.19) (- - - -) и эксперименту (○).

Рис. 7. Распределение относительного крутящего момента по координате у  при х = 0 , 
соответствующее уравнению (4.25) (    ) и теории Кирхгофа (- - - -).
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прогиба. На рис. 7 показано распределение относительного крутящего момента 
M M Pxy xy= / в сечении x = 0 .

Сплошная линия соответствует рассматриваемой теории, а штриховая – 
традиционной классической теории. На рис. 8 представлено распределение 
относительной поперечной силы Q Q a Px x= /  в сечении х = 0 , из которого 
следует, что поперечная сила, действующая в сечении, ортогональном краю, 
отлична от нуля на краю пластины и уравновешивает угловую силу. Теория 
Кирхгофа дает Qx = 0  (штриховая линия на рис. 8).

Рассмотрим задачу о кручении пластины краевыми моментами, не 
изменяющими своего направления при обходе контура пластины (рис. 5, с). 
Граничные условия для такой пластины отличаются знаком крутящего момента 
от условий, соответствующих пластине, показанной на рис. 5, а, то есть 
	 M Q M Mx x xy= = = −0 0, ,  при x a= ,	  (4.31)

	 M Q M My y xy= = =0 0, ,  при y a= .	 (4.32) 

Для того чтобы удовлетворить эти граничные условия, решения следует 
искать в виде:

	
ϕ λ λ λ λ

λ λ

= − +

+ −

∑[ (sin sinh sinh sin )

( cosh sin

C x y x y

C y y x

m

m
m m m m

m
m m

1

2 xx x ym mcosh sin )]λ λ
	 (4.33)

ψ λ η η λ= +∑C x y x ym

m
m m m m3 (cos cosh cosh cos ) ,

где, как и ранее,

Рис. 8. Распределение относительной поперечной силы по координате у  при х = 0 , 
соответствующее уравнению (4.26) (    ) и теории Кирхгофа (- - - -).
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Для решения задачи достаточно удовлетворить граничные условия (4.31). При 
этом граничные условия (4.32) удовлетворяются автоматически. Представим 
момент М , действующий на краю х = 1, следующим образом:

	 M M ym
m

m= ∑ cos ,λ  M
M

m
m

m=
2
λ

λsin .	 (4.34)

Заметим, для того чтобы симметрия касательных напряжений не нарушалась 
в угловых точках края пластины, момент в этих точках должен обращаться в 
ноль. Разложение (4.34) удовлетворяет этому условию – зависимость М у( )  
показана на рис. 9.

Из третьего и второго граничного условия (4.31) получим выражения для 
постоянных С m

3  и C m
1 :
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где C C Ma Di
m

i
m= 2 /  ( , , )i = 1 2 3 . Первое граничное условие (4.31) приводит 

к системе алгебраических уравнений для постоянных C m
2 :

Рис. 9. Зависимость М у( ) .
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Прогиб пластины определяется равенством:
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(4.35)

 

Зависимость относительного прогиба w Dw Ma= / 2 от координаты x x a= /  
на краю пластины y a=  (рис. 5, c) представлена на рис. 10 сплошной линией. 
В рамках теории Кирхгофа для такой задачи получим w = 0 .

Суперпозицией решений для пластин, показанных на рис. 5, а и 5, с, мож-
но получить решение для пластины, у которой поперечные края нагружены 

Рис. 10. Зависимость относительного прогиба от координаты х  на краю у = 1 .
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распределенными крутящими моментами, а продольные края свободны (рис. 5, d). 
Соответствующая зависимость для прогиба показана на рис. 10 точечной линией.

В качестве последнего примера рассмотрим пластину, изгибаемую жестким 
штампом. В зоне контакта пластины со штампом прогиб пластины соответствует 
поверхности штампа. Предположим, что эта поверхность такова, что ∆∆w = 0 . 
Тогда из уравнения теории Кирхгофа (1.3) следует, что р = 0 , то есть давление, 
изгибающее пластину, отсутствует. Этот результат не имеет физического смысла. 
Используем для решения этой задачи уравнения (2.14) и (2.15). Преобразуем эти 
уравнения. Воздействуя бигармоническим оператором на последнее уравнение 
(2.14), имеем:

∆∆ ∆∆ ∆∆∆w
D
S

= −ϕ ϕ .

Выражая ∆∆ϕ  через р  с помощью уравнения (2.15), получим следующее 
уравнение для контактного давления:

∆p
S
D

p− = 0 .

Это уравнение Гельмгольца, решение которого имеет характер краевого 
эффекта. Таким образом, контактное давление сосредоточено вблизи границы 
области контакта между пластиной и штампом.

В заключение рассмотрим вопрос о практической применимости теории 
Кирхгофа для расчета пластин. Выше были приведены примеры задач, для которых 
эта теория не позволяет получить корректного решения. Однако эти примеры 
специально подобраны и не отражают реальной ситуации – для большинства 
практически значимых задач теория Кирхгофа приводит к вполне приемлемым 
результатам. Для выявления таким задач вернемся к вариации функционала 
Лагранжа (3.2) и, используя уравнения равновесия (2.6), приведем ее к виду:
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	  (4.36)

Дальнейшее варьирование приводит к выражению (3.9), однако мы 
ограничимся анализом функционала (4.36). Для внутренней области выполняется 
уравнение равновесия (3.3) и двойной интеграл обращается в нуль. Предположим, 



30                                                 ВАСИЛЬЕВ

что пластина оперта по контуру, на котором w = 0 . Тогда обращаются в нуль 
интегралы, включающие поперечные силы. Поскольку на контуре пластины 
прогиб равен нулю, то соответственно равна нулю и производная от прогиба вдоль 
контура. В результате обращаются в нуль все остальные интегралы в выражении 
(4.16). Таким образом, δL = 0  и теория Кирхгофа фактически требует только 
двух граничных условий – отсутствия прогиба на контуре пластины и отсутствия 
изгибающих моментов или углов поворота в направлении нормали к контуру 
пластины. Это соответствует традиционным условиям шарнирного опирания 
или жесткого закрепления краев пластины. Для таких пластин два граничных 
условия соответствуют четвертому порядку уравнения (1.3). Для большинства 
практически важных задач сформулированные выше условия удовлетворяются, 
и теория Кирхгофа является вполне корректной.

5. К истории теории пластин. Исторический обзор, начинающийся с 
результатов, полученных С. Пуассоном, А. Навье и Г. Кирхгофом, представлен 
в работах [7, 22]. Здесь обсуждаются результаты, имеющие непосредственное 
отношение к теории, представленной в разделе 2. 

Традиционно начало проблемы ассоциируется с работой С.П. Тимошенко 
[23] по динамике балок, в которой к прогибу, вызванному изгибом пластины, 
добавлялся прогиб, вызванный сдвигом. Анализ этой и близких к ней теорий 
представлен в работе [24].

В дальнейшем этот подход был распространен Я.С. Уфляндом на пластины 
[25]. Вводимая изначально геометрически, гипотеза С.П. Тимошенко, по 
существу, соответствует соотношениям (2.4), согласно которым

∂
∂

= −
w
x x xγ θ ,  ∂

∂
= −

w
y y yγ θ .

То есть углы поворота касательной к деформированной срединной 
поверхности пластины не равны углам поворота нормали к этой поверхности (с 
обратным знаком) и отличаются от них на деформации сдвига, которые связаны 
с поперечными усилиями равенствами (2.3). В результате получаются уравнения, 
позволяющие учитывать влияние сдвига на прогиб пластины. Предложенная в 
работе С. П. Тимошенко сдвиговая модель, оказалась настолько привлекательной, 
что впоследствии все теории пластин с линейным распределением перемещений 
по толщине часто связывались с его именем. Для этого нет оснований. Уравнение 
теории пластин, основанное на этой модели, имеет четвертый порядок и не 
решает принципиальной проблемы традиционной классической теории – 
несоответствия числа граничных условий порядку уравнения. Теория пластин 
должна сводиться к системе уравнений шестого порядка. 

Интересно, что Я.С. Уфляндом получена система уравнений шестого порядка, 
аналогичная системе (2.7)–(2.8), однако она сведена к уравнению динамики 
четвертого порядка, аналогичному уравнению статики (2.15), а дополнительное 
уравнение второго порядка, аналогичное уравнению (2.19), в теории отсутствует. 

Исследование влияния инерции поворота элемента пластины и деформации 
сдвига на частоты свободных колебаний прямоугольных пластин представлено в 
работе Р.Д. Миндлина [26]. Эта работа получила столь широкое распространение, 
что соответствующая теория пластин в зарубежной литературе имеет название 
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«Теория Миндлина». Для этого нет оснований – фактически в работе [26] 
используется уравнение, полученное Я.С. Уфляндом [25].

Принципиально новый результат был опубликован в 1944–1945 гг. Э. Рейсс-
нером [27, 28]. Теория построена в напряжениях. В качестве исходных приняты 
выражения для напряжений (2.22) и (2.23), следующие из теории Кирхгофа, то 
есть
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Для вывода уравнений использовался вариационный принцип Кастильяно. С 
этой целью напряжения (5.1) подставлялись в выражение для потенциальной 
энергии деформации и учитывались уравнения равновесия классической теории 
пластин. В частности, в последнее равенство (5.1) подставлялось выражение
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 ( , )x y ,

следующее из уравнений равновесия (2.6), и строился расширенный функци-
онал, включающий уравнение равновесия для моментов:
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Это уравнение вводилось в функционал с помощью множителя Лагранжа, 
которым являлся прогиб пластины w . В результате минимизации функционала 
получены довольно громоздкие уравнения

	 D w p
h

p∆∆ ∆= −
−

−1

2

1
2

10 1
( )

( )
ν

ν
.	 (5.2)

M
h

M
w

x y
h h p

x y
D

xxy xy− = − −
∂
∂ ∂

−
−

∂
∂ ∂

+ +
∂

∂

2 2 2 2 2
1

2

10
1

10 5 1
1∆ ( )

( )
( )ν

ν
ν

∂∂










y

w∆ 	 (5.3)

и еще два аналогичных уравнения для M x  и M y . В результате Э. Рейсснером 
были установлены два фундаментальных результата. Во-первых, показано, 
что уравнение для прогиба (5.2) имеет четвертый порядок. Дело в том, что в 
теории пластин, в которой напряжения сводятся к силам и моментам, согласно 
равенствам (5.1), уравнение для прогиба шестого порядка существовать не 
может. Действительно, в случае цилиндрического изгиба пластины на ее краю 
действуют только два силовых фактора – поперечная сила и изгибающий момент, 
соответствующие уравнению четвертого порядка. Во-вторых, обнаружен краевой 
эффект, описываемый левой частью уравнения (5.3). В дальнейшем для этого 
эффекта было получено отдельное уравнение:

	 h2

10
0∆χ χ− = ,	  (5.4)

где χ  – функция напряжений такая, что Q y Q xx y= ∂ ∂ = −∂ ∂χ χ/ , / . 
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Особенностью теории Э. Рейсснера является то, что она построена на основе 
теории Кирхгофа и принципа Кастильяно, не использовавшегося ранее для этой 
цели. Причины этого обсуждаются ниже. 

Я познакомился с Э. Рейсснером в апреле 1993 г. на конференции в 
Калифорнии и затем состоял с ним в переписке. Меня интересовали причины, 
по которым он использовал нетрадиционный подход к построению теории 
пластин, основанный на принципе Кастильяно. Дело в том, что принятые 
им в качестве исходных соотношения (5.1) соответствуют полю перемещений 
(1.1), то есть линейному распределению тангенциальных перемещений по 
толщине пластины. Как показано в разделе 2, использование этих соотношений 
позволяет получить значительно более простые уравнения, описывающие те же 
эффекты, что и теория Рейсснера. Насколько я понял, соображения, которыми 
он руководствовался, связаны с равенствами (2.2). Он справедливо полагал, 
что дифференцирование перемещений по нормальной координате приведет к 
потере точности и нарушению статических граничных условий для касательных 
напряжений. В связи с этим они были приняты в форме (5.1), удовлетворяющей 
этим граничным условиям. Как показано в разделе (2), возможную потерю 
точности можно избежать, компенсировав дифференцирование по нормальной 
координате интегрированием с использованием равенства (2.3).

Следующей классической работой является статья Г. Генки [10], в кото-
рой впервые было использовано поле перемещений в форме (1.1). При этом 
возможная потеря точности, которую пытался избежать Э. Рейсснер, вообще 
не обсуждалась, и для трансверсальных касательных напряжений были полу-
чены равенства (2.2), не удовлетворяющие граничным условиям. В результате 
была получена система уравнений (2.7)–(2.9), которые сведены к следующим 
уравнениям:
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Уравнения (5.5) и (5.6) отличаются от уравнений Э. Рейсснера (5.2) и (5.4) 
только коэффициентами, однако порядок системы явно завышен. Статья 
Г. Генки завершается уравнениями (5.5)–(5.7). Граничные условия не обсуж-
даются. Отсутствует и анализ специфического для теории пластин уравнения 
(5.6). Статья [10], опубликованная в 1947 г., была представлена в ноябре 1944 г. 
Создается впечатление, что статья не завершена. 

В 1991 г. на последнем Всесоюзном съезде по теоретической и 
прикладной механике я выступил с докладом по теории пластин и предложил 
квалифицировать теорию, изложенную в разделе 2, как современный вариант 
теории пластин. Это предложение встретило неоднозначную реакцию. Под 
руководством С.А. Алексеева, А.Л. Гольденвейзера и В.И. Феодосьева был 
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проведен семинар по этой проблеме, и на страницах журнала “Механика 
твердого тела” была организована дискуссия. В ней приняли участие  
Н.А. Алфутов [17], К.Ю. Волох [29], В.М. Даревский [30], А.Л. Гольденвейзер [31, 
32] и П.А. Жилин [14, 33]. В целом, за исключением некоторых деталей, критика 
теории Кирхгофа получила одобрение в процессе дискуссии. Принципиальным 
противником критики этой теории оказался А.Л. Гольденвейзер, который 
выступил с критикой теории Э. Рейсснера еще в 1958 г. [34]. Существо этой 
критики связано с уравнением Гельмгольца (5.4), которое дополняет уравнение 
классической теории. Это уравнение рекомендуется отбросить, во-первых, 
потому, что оно описывает краевой эффект, быстро затухающий при удалении 
от края пластины, и, во-вторых, потому, что его решение имеет асимптотически 
более высокий порядок по отношению к малому параметру (относительной 
толщине пластины) по сравнению с классическим решением. Эта критика 
представляется необоснованной. Во-первых, быстрое затухание решения при 
удалении от края не является основанием для того, чтобы его отбрасывать. 
Функция exp( )−kx  стремится к нулю при увеличении х , однако при х = 0  
она равна единице и затухающее решение взаимодействует с проникающим 
через граничные условия. Это иллюстрируется задачей о цилиндрическом 
изгибе пластины, рассмотренной в разделе 4. Именно наличие затухающего 
решения позволяет обратить в ноль поперечное усилие на свободном краю 
пластины. Во-вторых, формальное требование одинакового асимптотического 
порядка составляющих решения, следующее из асимптотического метода, 
не является обязательным для физической теории, в которой могут равно-
правно состоять составляющие решения с различными асимптотическими 
порядками, если это обуславливается физическим смыслом задачи. Уравнение 
Гельмгольца необходимо в теории пластин, поскольку без него нарушаются 
условия равновесия и не удовлетворяются граничные условия. Эта дискуссия 
отражена в работах [35, 36].

Статья Л. Болле [11], опубликованная в трудах Лозаннского университета в 
Швейцарии, долгое время оставалась мне неизвестной – я получил ее в 2001 г. 
когда читал лекции в университете Сорбонна во Франции. В качестве исходного 
Л. Болле принимает без обоснования распределение деформаций по толщине 
пластины, следующее из равенств (1.1), то есть, по существу, из распределения 
перемещений, предложенного Г. Генки,
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То обстоятельство, что получаемые из этих соотношений выражения для 
трансверсальных касательных напряжений не удовлетворяют статическим 
граничным условиям, не обсуждается. Из уравнений равновесия получена 
система, аналогичная уравнениям (2.7)–(2.9), которая преобразуется введением 
двух функций ϕ  и ω  таких, что
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В результате получены уравнения:

D p
h

∆∆ ∆ϕ ω ω= − =,
10

0
2

,

первое из которых совпадает с уравнением (2.15), а второе отличается от 
уравнения (2.19) коэффициентом и совпадает с уравнением (5.4), полученным 
Э. Рейсснером. Таким образом, теория изгиба пластин, сводящаяся к системе 
уравнений шестого порядка и сформулированная в перемещениях, была 
фактически построена Л. Болле. В примечании к своей статье Л. Болле отмечает, 
что работа была доложена в 1946 г. на конгрессе по прикладной механике в 
Париже, после чего ему стало известно о работах Э. Рейсснера [27, 28], где были 
получены аналогичные результаты. 

Различие в коэффициентах уравнений, соответствующих различным теориям, 
связано с так называемым корректирующим коэффициентом ks , учитывающим 
неравномерность распределения трансверсальных касательных напряжений по 
толщине пластины. В общем случае зависимость между поперечными силами 
и осредненными по толщине деформациями трансверсального сдвига можно 
принять в виде Q k x yx S x= γ ( , ) . Из равенства (2.3) следует, что для теории, 
описанной в разделе 2, ks = 1 . В работе Э. Рейсснера при параболическом 
распределении касательных напряжений (5.1) получено ks = 5 6/ . В работе 
Я.С. Уфлянда [25] принято ks = 2 3/ , что является отношением среднего 
касательного напряжения к его максимальному значению, следующему из 
равенства (5.1). В статье Р. Миндлина [26] из условия согласования решения, 
следующего из теории пластин, с решением трехмерной задачи динамики 
найден коэффициент ks = π2 12/ . Существует множество других выражений 
для этого коэффициента [24]. Заметим, что конкретная величина этого 
коэффициента не имеет большого значения. Учет деформации сдвига в теории 
пластин имеет скорее принципиальное, чем прикладное значение. Он позволяет 
получить систему уравнений шестого порядка и рассматривать задачи, не 
имеющие корректного решения в рамках теории Кирхгофа. Для большинства 
прикладных задач теории тонких изотропных пластин, поправка, вносимая в 
решение учетом деформации сдвига, несущественна и конкретная величина 
k  не имеет большого значения.

6. Заключение. Через 30 с лишним лет, прошедших после последнего 
Всесоюзного съезда по теоретической и прикладной механики, я возвращаюсь 
к своему предложению квалифицировать теорию пластин, описанную в разделе 
2, как современную форму классической теории пластин и излагать ее в 
учебных курсах. Основанная на естественном обобщении гипотез Г. Кирхгофа 
и методе перемещений, эта теория сопоставима с теорией Г. Кирхгофа по 
степени сложности. Вывод уравнений теории оказывается более сложным, 
но формулировка краевой задачи, не требующая преобразования Кирхгофа 
и Томсона–Тэта, существенно упрощается. Для пластин, закрепленных по 
контуру, краевым эффектом можно пренебречь, и теория сводится к теории 
Кирхгофа. Для пластин со свободными или нагруженными краями обобщенная 
сила Кирхгофа образуется естественным путем, не требующим приведения 
крутящего момента к поперечной силе и не вызывающим появление трудно 
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объяснимых угловых сил. Имеется опыт изложения этой теории в учебной 
литературе [37].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда 
(грант № 23-11-00275), выданного Институту прикладной механики РАН.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1.	 Васильев В.В. Механика конструкций из композиционных материалов. М.: 
Машиностроение, 1988. 270 с.

2.	 Todhunter L., Pearson K. A history of the theory of elasticity and the strength of materials. N.-
Y.: Dover, 1960. Pt. 1. 762 p. Pt. 2. 546 p.

3.	 Кирхгоф Г. Механика. М.: Изд-во АН СССР, 1962. 402 с.
4.	 Томсон У., Тэт П. Трактат по натуральной философии. М., Ижевск: НИЦ “Регулярная 

и хаотическая динамика” Ижевский институт компьютерных исследований, 2011. Ч. 2. 
560 с.

5.	 Васильев В.В. О преобразованиях Кирхгофа и Томсона–Тэта в классической теории 
пластин // Изв. РАН. МТТ. 2012. № 5. С. 98–107.

6.	 Carrera E., Elishakoff I., Petrolo M. Who needs refined structural theories? // Compos. Struct. 
2021. V. 264. P. 1–16. 
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2021.113671

7.	 Васильев В.В. К теории тонких пластин // Изв. РАН. МТТ. 1992. № 3. С. 26–47.
8.	 Васильев В.В. Классическая теория пластин – история и современный анализ // Изв. 

РАН. МТТ. 1998. № 3. С. 46–58.
9.	 Vasiliev V.V. Modern conceptions of plate theory // Compos. Struct. 2000. V. 48. № 1–3. 

P. 39–48. 
https://doi.org/10.1016/S0263-8223(99)00071-9

10.	 Hencky H. Uber die Berucksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten // Ing.-Archiv. 
1947. V. 16. P. 72–76. https://doi.org/10.1007/BF00534518

11.	 Bolle L. Contribution au problem lineaire de flexion d’une plaque elastique // Bull. Tech. Su-
isse Romander. 1947. V. 11. P. 32. 

12.	 Васильев В.В., Лурье С.А. К проблеме построения неклассических теорий пластин // 
Изв. РАН. МТТ. 1990. № 2. С. 158–167.

13.	 Vasiliev V.V., Lurie S.A. On refined theories of beams, plates and shells // J. Compos. Mater. 
1992. V. 26. № 4. P. 546–557. 
https://doi.org/10.1177/002199839202600405

14.	 Жилин П.А. О классической теории пластин и преобразовании Кельвина–Тэта // Изв. 
РАН. МТТ. 1995. № 4. С. 134–140.

15.	 Шереметьев М.П., Пелех Б.Л., Дячина О.П. Исследование влияния деформации сдвига 
на изгиб квадратной пластины сосредоточенной силой // Прикладная механика. 1968. 
Т. 4. Вып. 4. С. 1–7.

16.	 Тимошенко С.П., Войновский-Кригер С. Пластинки и оболочки. М.: Физматгиз, 1963. 
635 с.

17.	 Алфутов Н.А. О некоторых парадоксах теории тонких пластин // Изв РАН МТТ. 1992. 
№ 3. С. 65–72.

18.	 Васильев В.В. Кручение квадратной изотропной пластины угловыми силами и 
распределенными моментами // Изв. РАН. МТТ. 2017. № 2. С. 20–31.

19.	 Тимошенко С.П. История науки о сопротивлении материалов. М.:URSS, 2001. 536 c.
20.	 Nadai A. Die elastischen Platten. Berlin.: Verlag von Julins Springer, 1925. 125 p.



36                                                 ВАСИЛЬЕВ

21.	 Методы статических испытаний армированных пластиков. Справочное пособие под 
ред. Ю.М. Тарнопольского. Рига.: Зинатне, 1972. 227 с.

22.	 Jamielita G. On the winding paths of the theory of plates // Mechanika Teoretyczna i Stoso-
wana. J. Theor. Appl. Mech. 1993. V. 31. № 2. P. 312–327.

23.	 Timoshenko S.P. On the correction for shear of the differential equation for transverse vibrations 
of prismatic bars // Phil. Mag. 1921. V. 41. № 245. P. 744–746. 
https://doi.org/10.1080/14786442108636264

24.	 Elishakoff I. Handbook on Timoshenko–Ehrenfest beam and Uflyand–Mindlin plate theories. 
World scientific publ. Co. 2020. 769 p.

25.	 Уфлянд Я.С. Распространение волн при поперечных колебаниях стержней и пластин // 
ПММ. 1948. Т. 12. Вып. 8. С. 287–300.

26.	 Mindlin R.D. Influence of rotatory inertia and shear on flexural motions of isotropic elastic 
plates // J. Appl. Mech. 1951. V. 18 (1). P. 31–38. 
https://doi.org/10.1115/1.4010217

27.	 Reissner E. On the theory of bending of elastic plates // J. Math. Phys. 1944. V. 23. № 4. 
P. 184–191. 

28.	 Reissner E. The effect of transverse shear deformation on bending of elastic plates // Trans. 
ASME. 1945. V. 15. P. A69–A77.

29.	 Волох К.Ю. О классической теории пластин // ПММ. 1994. Т. 58. Вып. 6. С. 156–165.
30.	 Даревский В.М. О статических граничных условиях в классической теории пластин и 

оболочек // Изв. РАН. МТТ. 1995. № 4. С. 129–132.
31.	 Гольденвейзер А.Л. О приближенных методах расчета тонких упругих оболочек и 

пластин // Изв. РАН. МТТ. 1997. № 3. С. 134–149.
32.	 Гольденвейзер А.Л. Алгоритмы асимптотического построения линейной двумерной 

теории тонких оболочек и принцип Сен-Венана // ПММ. 1994. Т. 58. Вып. 6. С. 96–108.
33.	 Жилин П.А. О теориях пластин Пуассона и Кирхгофа с позиций современной теории 

пластин // Изв. РАН. МТТ. 1992. № 3. С. 48–64.
34.	 Гольденвейзер А.Л. О теории изгиба пластинок Райсснера // Изв. АН СССР. Отд. техн. 

наук. 1958. № 4. С. 99–109.
35.	 Васильев В.В. Об асимптотическом методе обоснования теории пластин // Изв. РАН. 

МТТ. 1997. № 3. С. 150–155.
36.	 Гольденвейзер А.Л. Замечание о статье В.В. Васильева “Об асимптотическом методе 

обоснования теории пластин” // Изв. РАН. МТТ. 1997. № 4. С. 150–158.
37.	 Сливкер В.И. Строительная механика: вариационные основы. Учебное пособие. М.: 

Изд. Ассоц. строит. вузов, 2005. 736 с.



ТЕОРИЯ ТОНКИХ УПРУГИХ ПЛАСТИН...� 37

UDC 539.3

THEORY OF THIN ELASTIC PLATE: HISTORY AND CURRENT 
STATE OF THE PROBLEM

© 2024  г.    V. V. Vasil'eva, *
aCentral Research Institute of Special Machine Building, Hotkovo, Russia

*e-mail: vvvas@dol.ru

Abstract – The article is an analytical review and is devoted to the theory of 
thin, isotropic elastic plates. There are basic relations of the theory based on the 
kinematic hypothesis confirming that the tangential displacements are distributed 
linearly along the thickness of the plate and its deflection does not depend on the 
normal coordinate. As a result, a system of equations of the sixth order with respect 
to two potential functions – the penetrating potential, which determines the plate 
deflection, and the boundary potential which makes it possible to set three boundary 
conditions on the plate edge and eliminate the known contradiction of Kirchhoff's 
plate theory was obtained. Problems that have no correct solution in the framework 
of Kirchhoff's theory – cylindrical bending of a plate with a free edge, bending 
of a rectangular plate with non-classical hinge fixing, torsion of a square plate by 
moments distributed along the contour, and bending of a plate by a rigid die – are 
considered. In conclusion, a brief historical review of the papers devoted to the 
theory of plate bending was presented.

Keywords: theory of thin elastic plates
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В обзоре приводится систематизация и анализ экспериментальных данных 
по наноиндентированию (НИ) целого класса новых материалов – широ-
козонных гетероструктур AlN, GaN, AlGaN и β-Ga2O3, сформированных 
на гибридной подложке нового типа SiC/Si, которые синтезированы ме-
тодом согласованного замещения атомов. Подробно описаны деформаци-
онные и механические свойства исследованных материалов. Описывается 
методика проведения НИ, анализируются и достоинства, и недостатки 
метода НИ. Приводится описание аппаратуры, с помощью которой были 
выполнены эксперименты по НИ. Излагаются основные положения но-
вой модели описания деформационных свойств наномасштабной жест-
кой двухслойной структуры на пористом упругом основании. Приведено 
описание оригинального метода визуализации остаточной (после меха-
нического взаимодействия) деформации в прозрачных и полупрозрачных 
материалах. Приведены экспериментально определенные значения мо-
дулей упругости и твердости наномасштабных слоев SiC на Si, сформи-
рованных методом согласованного замещения на трех основных кристал-
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Введение. Современные электронные приборы, компьютеры, средства связи, 
датчики, передающие и воспроизводящие аппаратуры имеют в своей основе 
микросхемы, созданные на основе полупроводниковых материалов. Кремний 
(Si) является одним из основных полупроводниковых материалов. На основе Si 
изготавливаются различные устройства, такие как солнечные батареи, мобиль-
ные телефоны, спутниковое ТВ, радары, видеоаппаратура и различная бытовая 
техника. Важным преимуществом использования кремния в электронике по 
сравнению с другими материалами является простота его обработки. Пластины 
Si из-за простоты изготовления, полировки, очистки и резки находят широкое 
применение в промышленности. Производство пластин из кремния для чипов 
и микросхем хорошо освоены во всем мире, поэтому приборы, изготовленные 
на основе пластин кремния недорогие и надежные. Однако кремний обладает и 
рядом недостатков. Например, полупроводниковые приборы на основе кремния 
стабильно работают только в узком диапазоне температур. Кроме того, кремний 
неустойчив к радиоактивным излучениям.

Поэтому в настоящее время активно идут поиски других материалов, спо-
собных хотя бы частично заменить кремний. На сегодняшний день востребо-
ваны материалы, устойчивые к радиоактивным излучениям, выдерживающие 
высокую механическую и ударную нагрузку и при этом сохраняющие свои 
электрические и оптические свойства. В связи с этим в последнее время особый 
интерес вызывают такие полупроводниковые материалы, как карбид кремния 
(SiC), нитрид алюминия (AlN), нитрид галлия (GaN), нитрид алюминия-галлия 
(AlGaN), оксид галлия (Ga2O3) и ряд других материалов. Эти полупроводники 
обладают прекрасными электрическими характеристиками и могут обеспечить 
работу электронных и оптоэлектронных приборов в условиях повышенных 
температур и радиации. Данные полупроводниковые материалы обладают вы-
сокой твердостью и высокими значениями модулей упругости. Карбид кремния, 
например, приближается по твердости к алмазу. Такие полупроводниковые 
материалы, как SiC, AlN, GaN, AlGaN и Ga2O3, обладают широкой запрещен-
ной энергетической зоной. Ширина зоны этих материалов изменяется от 2.4 
до 6.1 эВ для SiC кубического политипа и AlN соответственно. Поэтому эти 
материалы называются широкозонными полупроводниками.

Такие материалы, как SiC, AlN, GaN, широко используются в микроэлек-
тронике и промышленности. У каждого из этих полупроводников есть свои 
преимущества. Кристаллы SiC являются очень прочным материалом с модулем 
упругости до 420 ГПа и обладают высокой термической стабильностью, что 
позволяет использовать их в высокотемпературной электронике. Также SiC ис-
пользуется в производстве силовых транзисторов и диодов. Нитрид алюминия 
имеет высокую теплопроводность до 285 Вт·м−1·K−1 для монокристаллов, что 
делает его перспективным для создания электронных приборов, работающих 
на высоких частотах, светодиодов, лазеров и транзисторов. Нитрид галлия об-
ладает высокой электронной подвижностью, что позволяет его использовать 
в светодиодах, лазерах и транзисторах. Он также используется в производстве 
силовых транзисторов. Дальнейшие исследования материалов SiC, AlN и GaN 
и интеграция их с другими полупроводниками могут привести к созданию но-
вых электронных приборов с уникальными характеристиками и более высокой 
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эффективностью. Это может способствовать увеличению производительности 
и экономической эффективности в различных отраслях промышленности, та-
ких как энергетика, автомобилестроение, аэрокосмическая промышленность и 
др. Однако необходимо отметить, что производство этих материалов является 
сложным и дорогостоящим процессом.

В настоящее время особый интерес у исследователей вызывают пленки 
твердых растворов AlGaN. Пленки AlGaN являются твердыми растворами 
соединений AlN и GaN, которые смешиваются между собой при температуре 
выше 105°C в произвольных пропорциях. Как правило, пленки AlGaN, имею-
щие переменный состав, обозначаются химической формулой вида AlxGa1-xN, 
где x – атомная доля Al в твердом растворе AlxGa1-xN. Ширина запрещенной 
зоны AlxGa1-xN, в зависимости от содержания Al, может изменяться от 3.4 эВ 
при x = 0 до 6.2 эВ при x = 1, что позволяет создавать материалы с различными 
оптическими свойствами. Кроме того, изменение содержания Al может при-
водить к изменению электронной подвижности и теплопроводности пленок 
AlGaN. Пленки AlGaN используют в качестве основного материала для соз-
дания ультрафиолетовых детекторов. Детекторы на основе AlGaN могут ис-
пользоваться для анализа состава газов и жидкостей, а также для мониторинга 
качества воздуха и воды. Кроме того, пленки AlGaN могут быть использованы 
в качестве материала для создания сенсоров, которые способны обнаруживать 
различные химические и биологические вещества, такие как бактерии, вирусы 
и токсичные вещества. Использование пленок AlGaN в качестве материала для 
создания ультрафиолетовых детекторов и сенсоров является перспективным 
направлением в области мониторинга и контроля качества окружающей сре-
ды. Исследования свойств пленок AlGaN позволяют расширять возможности 
их применения и создавать материалы с оптимальными характеристиками для 
конкретных задач.

В последнее время большой всплеск интереса возник к такому широкозонно-
му полупроводнику, как Ga2O3. Оксид галлия обладает шириной запрещенной 
зоны ~4.9 эВ и сохраняет прозрачность в ультрафиолетовой области спектра 
до 260 нм. Кристаллы Ga2O3 обладают высоким напряжением электрического 
пробоя ~ �� 8 1МВсм−ВМсм–1 и легко легируются, что делает их очень перспективными 
для приложений микро- и оптоэлектроники [1, 2]. Важной особенностью Ga2O3 
является то, что он может находиться в нескольких кристаллических модифи-
кациях. Обзоры [3, 4] указывают пять фаз в качестве основных, а именно: ста-
бильную β -фазу с моноклинной структурой C m2 /  и метастабильные µ-фазу 
с орторомбической структурой Pna21 , ± -фазу с ромбоэдрической структурой 
R c3  (структура корунда), δ -фазу с объемно-центрированной кубической струк-
турой la3  и γ -фазу с кубической структурой Fd m3 . Несмотря на достаточное 
большое количество метастабильных фаз, получить их крайне сложно, так как 
растет в основном лишь стабильная β -фаза.

На сегодняшний день уже созданы энергоэффективные светодиоды, поле-
вые транзисторы, диоды Шоттки, УФ-фотодетекторы, газовые датчики и вы-
соковольтные транзисторы на основе эпитаксиальных слоев. Пленки β-Ga2O3  
выращивают методами молекулярно-пучковой эпитаксии, эпитаксией из 
металлоорганических соединений, методом хлорид-гидридной эпитаксии и 
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рядом других методов. Одним из наиболее эффективных способов роста эпи-
таксиальных слоев β-Ga2O3 является метод хлорид-гидридной эпитаксии (ХГЭ), 
который позволяет выращивать высококачественные пленки с высокой ско-
ростью роста. Основной подложкой для роста эпитаксиальных слоев β-Ga2O3 
являются сапфировые пластины, но сапфир является диэлектриком и снижает 
потенциал электрических приборов, сделанных на основе слоев β-Ga2O3 на Al2O3. 
Наиболее эффективным для производства электрических приборов является 
сопряжение эпитаксиальных слоев β-Ga2O3 с кремнием Si, который являет-
ся основным материалом электроники. Однако традиционные методы роста 
пленок β-Ga2O3 не позволяют интегрировать их с кремниевыми подложками 
из-за неустойчивости последних в условиях, при которых формируются слои 
β-Ga2O3 эпитаксиального качества. В работе [5] был предложен метод роста 
пленок β-Ga2O3 на кремниевых подложках с предварительно синтезированным 
на них буферным слоем карбида кремния SiC, который формировали методом 
химического замещения атомов на поверхности кремния. Такой подход позво-
ляет интегрировать эпитаксиальные слои β-Ga2O3 с кремниевыми подложками 
для производства электрических приборов.

Основным препятствием реализации высоких потенциальных возможностей 
широкозонных полупроводников является отсутствие технологий, позволяю
щих производить доступные по цене и качеству эпитаксиальные слои этих 
полупроводников. Кроме того, важно обеспечить и возможность интеграции 
широкозонных полупроводников с традиционной кремневой электроникой. Это 
необходимо для того, чтобы приборы с широкозонными структурами было бы 
возможно изготавливать на кремниевых подложках, технология производства 
которых и технология обработки в настоящее время доведены до совершенства. 
В настоящее время решением этой проблемы занимаются все промышленно 
развитые страны и крупнейшие электронные компании мира.

В 2004 г. был открыт принципиально новый метод роста наномасштаб-
ных эпитаксиальных слоев SiC на кристаллах кремния [6–8]. Метод основан 
на согласованном замещении части атомов в кремнии на атомы углерода без 
разрушения кремниевой основы. По сути дела, впервые в мировой практике 
была реализована последовательная согласованная замена атомов одного сор
та другими атомами внутри приповерхностного слоя исходного кристалла без 
разрушения его кристаллической структуры. Открытие данного метода позво-
ляет выращивать такие широкозонные полупроводники, как AlN, GaN, AlGaN 
и Ga2O3, и ряд твердых растворов этих соединений на кремниевой подложке, 
покрытой буферным слоем SiC. Это открывает беспрецедентные возможности 
для создания нового типа приборов (рис. 1).

В процессе синтеза как самого буферного слоя SiC, так и последующих сло-
ев AlN, GaN, AlGaN и Ga2O3 образуются различного рода дефекты, а именно: 
микро- и нанотрещины, дефекты упаковки кристаллических решеток и т.п. 
Наличие подобного рода дефектов не допустимо при производстве полупро-
водниковых и оптоэлектронных приборов. При выращивании слоев SiC, AlN, 
GaN, AlGaN и Ga2O3 на кремнии используются химические реакции. Поэтому 
важным является определение условий, при которых рост пленки будет устой-
чивым. Основной сложностью при изготовлении наноматериалов являются 
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как малый размер их структурных элементов, так и сильная зависимость их 
полупроводниковых свойств от флуктуаций состава, возникающих в процессе 
выращивания. Флуктуации состава, возникающие в процессе роста гетерострук
тур, приводят, в свою очередь, к неоднородностям их механических свойств. В 
связи с этим встает острая необходимость в определении упругих механических 
и прочностных свойств тонких слоев SiC, AlN, GaN, AlGaN и Ga2O3, выращен-
ных на кремниевой подложке.

Измерение механических характеристик в тонкопленочных, многослойных 
системах, суммарная толщина всех слоев которых часто не превышают 100 нм, а 
толщины отдельных слоев могут быть и еще меньше (не более 10–20 нм), пред-
ставляет сложную и до настоящего времени не решенную задачу. Эксперимен-
тальные исследования деформаций в наноматериалах (материалы характерный 
размер, которых не превышает 100 нм), возникающих в результате механических 
воздействий, являются важным вкладом в механику деформируемого твердо-
го тела. Действительно, с уменьшением размеров кристаллитов или толщины 
пленки, что соответствует нашему случаю, внешняя поверхность слоя пленки и 
граница раздела пленка‒подложка будут приводить к изменению механических 
свойства материала, по сравнению со свойствами этого же материала в объемной 
фазе. Интерес к этим исследованиям в последнее время возрастает, поскольку 
наноматериалы стали широко применяться в различных сферах современной 
жизни. Для использования наноматериалов в прикладных областях необходимо 
понимать отличие их свойств от свойств этих же материалов, но находящихся 
в объемной фазе. Так, в работах [9, 10] подробно описаны особенности релак-
сации напряжений, пластической деформации, зарождения и роста трещин, 
протекающих в наноматериалах под нагрузкой. В работе [11] авторы вывели 
обобщенную систему уравнений фон Кармана, описывающую изгиб нанопла-
стины с учетом возникающих на ее лицевых поверхностях упругих напряжений. 
Авторы [11] теоретически показали, что упругие модули пластины, имеющей 

Рис. 1. Возможные области применения гибридных подложек SiC/Si, а также III-нитридных 
полупроводниковых гетероструктур, выращенных на их основе.
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толщину в несколько десятков нанометров, отличаются от значений упругих 
модулей этого же материала, но находящегося в объемной фазе. Согласно те-
оретическим выводам работы [11], упругие модули нанопластины могут как 
превышать величину упругих модулей объемного материала, из которого эта 
нанопластина изготовлена, так и принимать меньшие значения. В настоящий 
момент, однако, практически полностью отсутствуют экспериментальные дан-
ные, которые могли бы подтвердить или отвергнуть теоретические выводы ряда 
работ о влиянии поверхностных напряжений на механические характеристики 
тонких пленок. Если отдельные экспериментальные исследования упругих ме-
ханических свойств пленок толщиной в несколько мкм и проводились [12, 13], 
то упругие механические свойства пленок толщиной 100 нм и меньше вообще не 
исследовались. Тем более не проводились исследования механических свойств 
полупроводниковых пленок SiC, AlN, GaN, AlGaN и Ga2O3, выращенных на 
кремниевой подложке с буферным слоем SiC. В литературных источниках от-
сутствуют данные об исследованиях механических свойств этих гетероструктур. 
Поскольку толщина слоя SiC не превышает 100 нм, то пленки SiC, синтезиро-
ванные методом согласованного замещения атомов, могут выступать как хо-
роший модельный объект при исследованиях механических свойств широкого 
класса наноструктур. Поэтому экспериментальные данные, полученные в ходе 
экспериментальных исследований деформаций, возникающих в гибридных 
подложках SiC/Si при вдавливании острого алмазного наконечника, вносят 
существенный вклад в механику деформируемых твердых наноматериалов.

На сегодняшний день наиболее эффективной методикой измерения упругих 
свойств тонких пленок является метод наноиндентирования [12, 13]. Наноин-
дентирование положительно себя зарекомендовало как простая и надежная 
экспериментальная методика измерения механических свойств твердых тел. 
Однако даже в случае наноиндентирования пленок толщиной порядка 500 нм 
возникают сложности в точном определении упругих свойств материала плен-
ки, вызванные именно наномасштабностью структуры, не говоря уже о более 
тонких слоях. Например, сложность измерения механических модулей пленки 
SiC, выращенной методом согласованного замещения атомов на подложке Si, 
связана с тем, что более твердая пленка SiC находится на более мягкой, да к тому 
же пористой подложке Si. Требуется определенное “искусство” для того, чтобы 
выделить из общего сигнала (сигнал от пленки и подложки) прибора сигнал, 
исходящий только от пленки. Малая толщина пленки и пористая структура 
подложки лишь усугубляют ситуацию. Следует отметить, что к анализу данных, 
полученных методом наноиндентирования, следует относиться с некоторой до-
лей осторожности. Это связано с тем, что при вдавливании наноиндентора на 
подверженную вдавливанию поверхность кристалла, как правило, образуются 

“отпечатки”, у кончиков которых могут образовываться зоны с повышенной 
концентрацией дислокаций, нанотрещин, вакансий и нанопор, что и было 
обнаружено в ряде работ [14, 15]. Это может привести к неточностям в измере-
ниях механических модулей. Поэтому необходимо иметь в виду, что для точного 
нахождения механических свойств наноматериалов важно использовать иные 
методики анализа. В частности, в работе В.И. Веттегреня и др. [16] показано, 
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что процесс механического воздействия можно исследовать при помощи метода 
фрактолюминесценции.

Структура SiC на Si (SiC/Si), получаемая методом согласованного замеще-
ния атомов, не имеет аналогов. Это абсолютно новый, ранее никем не иссле-
дованный материал. В общем случае это композиционный материал, поэтому 
он является наиболее сложным и в тоже время весьма интересным объектом 
для исследований большинства механических свойств. Экспериментальные 
исследования деформаций, происходящих в гибридных подложках SiC/Si, 
сформированных методом замещения атомов, являются существенно новым 
уникальным вкладом в механику деформированного состояния. Новые данные 
о величине механических модулей, параметров и характеристик нового мате-
риала SiC/Si, с учетом отмеченных особенностей метода наноиндентирования, 
являются важным вкладом в мировую справочную базу данных механических 
свойств материалов.

С созданием метода согласованного замещения атомов открылась возмож-
ность развить новое направление – исследование механических свойств мето-
дом наноиндентирования целых классов новых материалов и широкозонных 
гетероструктур на кремниевой подложке. Так, в настоящий момент для ми-
кро- и оптоэлектроники наиболее востребованными материалами являются 
монокристаллы и монокристаллические пленки нитрида алюминия AlN и ни-
трида галлия GaN. Эти полупроводники широко применяются при создании 
высокоэффективных светодиодов, микротранзисторов нового поколения и 
других продуктов микро- и оптоэлектроники. Однако, как правило, они выра-
щиваются либо на подложках сапфира, либо на дорогостоящих монокристаллах 
SiC. Использование для роста пленок AlN и GaN гибридных подложек SiC/Si, 
синтезированных с помощью согласованного замещения атомов, позволяет 
осуществить интеграцию традиционной кремниевой микроэлектроники с со-
временными полупроводниковыми материалами.

1. Методика эксперимента. Наноиндентирование (НИ) – эксперимент по 
вдавливанию геометрически аттестованного наконечника в исследуемый матери-
ал с непрерывной и одновременной регистрацией силы вдавливания и смещения 
индентора относительно исходной поверхности образца в процессе нагрузки и 
разгрузки [12, 13]. Метод НИ позволяет осуществлять вдавливание индентора в 
исследуемый материал на несколько нанометров. При НИ используется метод 
косвенного измерения проекции площади контакта индентора с образцом (Ac), 
что является существенным преимуществом. На сегодняшний день метод НИ 
является одним из наиболее чувствительных методов измерения механических 
характеристик материала, определяемых из данных по вдавливанию. Метод 
НИ обладает также и самой высокой разрешающей способностью среди меха-
нических испытаний подобного типа. Эксперимент по НИ используется для 
измерения твердости (H), модуля упругости (E), показателя деформационного 
упрочнения, вязкости при разрушении (для хрупких материалов) и различных 
вязкоупругих свойств материалов. Все вышеперечисленные характеристики 
рассчитываются из анализа зависимости смещения индентора относительно 
исходной поверхности исследуемого образца (глубина индентирования h), от 
силы вдавливания (F ). Зависимость такого типа в литературе называют кривой 
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индентирования, или НИ. Кривая НИ состоит из нагрузочной и разгрузочной 
веток, которые могут совпадать в случае обратимого вдавливания с преимуще-
ственно упругой деформацией и различаться при развитии упругопластиче-
ской деформации. Обычно нагрузочную ветку можно разделить на две части: 
преимущественно упругая часть – начальная часть, где упругая составляющая 
деформации существенно преобладает, и упругопластическая часть – участок 
кривой нагрузки, где деформация имеет сопоставимую упругую и пластическую 
составляющую. Следует отметить, что наиболее информативной частью кривой 
НИ является начальный этап разгрузочной кривой, именно по наклону кото-
рой происходит расчет значений твердости и модуля упругости исследуемого 
материала. Важнейшим параметром в расчетах твердости и модуля упругости 
по методу НИ является проекция площади контакта индентора с исследуемым 
материалом Ac. Обычно она вычисляется из геометрии индентора по значе-
ниям контактной глубины погружения hc( ), предполагая, что индентор имеет 
идеальную геометрическую форму. На практике форма реального индентора, 
особенно его наконечник, отличается от идеальной геометрической фигуры, 
параметры которой учитываются в расчетах. К тому же по мере использования 
индентора его геометрия изменяется. Кристаллическая анизотропия алмазных 
инденторов также может влиять на геометрическую форму. Таким образом, из-
мерение фактической геометрии индентора очень важно для точных измерений 
твердости и модуля упругости по средствам метода НИ. Фактическая геомет
рия индентора может быть измерена напрямую с помощью атомно-силовой 
микроскопии (АСМ) или сканирующей электронной микроскопии СЭМ [17, 
18]. Однако обычно используется косвенный метод для определения геометрии 
индентора. Геометрию наконечника представляют как функцию проекции 
площади контакта индентора с образцом от контактной глубины погружения. 
Эта зависимость рассчитывается из данных НИ калибровочного образца с из-
вестными параметрами твердости и модуля упругости.

В связи с развитием нанотехнологий в последнее время наблюдается рост 
интереса к исследованиям механических характеристик различных тонкопленоч-
ных систем и небольших объемных материалов с помощью НИ сферическими 
или пирамидальными инденторами. Обычно главной целью таких исследова-
ний является определение модуля упругости и твердости материала образца 
по экспериментальной зависимости нагрузки, приложенной к индентору, от 
глубины его проникновения в материал. Стандартные методики анализа данных 
НИ предназначены для высчитывания механических характеристик объемных 
тел и толстых пленочных покрытий. В этих случаях обычно анализ упругого НИ 
осуществляют с помощью соотношения Герца для взаимодействия жесткой 
сферы с упругим полупространством [19–21], а данные упругопластического 
НИ – методом Оливера–Фарра [22]. Производители приборов, реализующих 
концепцию НИ, рекомендуют для анализа данных НИ использовать именно 
эти две методики.

Анализ начального сегмента НИ. Начальный этап НИ, когда происходит 
деформация преимущественно упругого характера, можно представить как 
взаимодействие двух упругих объектов. Изучением упругой деформации, проис-
ходящей в результате вдавливания, занимался Герц в 80-х гг. XIX в. Результатом 
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решения задачи Герца о взаимодействии жесткой сферы радиусом R  с упругим 
полупространством является соотношение, связывающее силу вдавливания F  , 
смещение индентора и приведенный модуль упругости вблизи поверхности  
( ′Esur) материала, в который вдавливают сферу:

	 F E h Rsur= ′
4
3

3 2 .	 (1.1) 

При этом ′Esur  определяется из выражения:
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где v – коэффициент Пуассона, Ei и vi – модуль упругости и коэффициент Пуас-
сона материала индентора, а Es и vs – модуль упругости и коэффициент Пуассона 
материала образца. Еще одной характеристикой упруго-напряженного состоя-
ния в начальный момент вдавливания является среднее контактное давление pm. 
Поскольку упругая деформация происходит в условиях НИ сферической части 
индентора, то pm, согласно решению задачи Герца о взаимодействии жесткой 
сферы с упругим полупространством, определяется следующим образом:
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Между собой pm и ′Esur  можно связать следующим соотношением:
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Таким образом, метод Герца позволяет эффективно измерять модуль упру-
гости и среднее контактное давление. Метод Герца является эффективным 
инструментом для измерения pm и ′Esur   как объемных тел, так и тонких пленок. 
Этими выражениями можно описать начальный этап НИ, на котором пла-
стическая деформация стремится к нулю. Однако анализ данных начального 
этапа НИ калибровочного образца из плавленого кварца, модуль упругости E 
которого равен 72 ГПа [12, 23] показал, что при использовании соотношений 
(1.1) и (1.4) рассчитанный параметр модуля упругости E не совпадает с его ат-
тестованным значением. Поэтому при анализе данных НИ, представленных в 
настоящем обзоре, использовались модифицированные соотношения для силы 
вдавливания и среднего контактного давления. Эти соотношения имею вид:

	 F h h R
v

E
v

E
i

i

s

s
( ) =

−
+

−











−
4
3

1 13 2
2 2 1

ω ,	 (1.5)

	 p h
h

R

v
E

v
Em c

c i

i

s

s
( ) =

−
+

−











−
4 2

3

1 12 2 1

π
ξ .	 (1.6) 



НАНОИНДЕНТИРОВАНИЕ ГИБРИДНЫХ КРИСТАЛЛОВ...� 49

Изменения формул (1.1) и (1.4) обусловлены добавлением безразмерных ко-
эффициентов ω и ξ, которые предназначены для компенсации геометрических 
искажений формы индентора от идеальной сферы. Из анализа эксперимен-
тальных данных упругого НИ калибровочного образца из плавленого кварца 
было определено, что для используемого индентора Берковича коэффициенты 
ω = 1.09 и ξ = 1.14.

Упругопластический контакт. Обычно в исследованиях механических харак-
теристик твердых тел и пленочных покрытий измерения H и E осуществляют 
по данным НИ в условиях развития упругой и пластической деформации. Наи-
более распространенным методом обработки кривых НИ в случае упругопла-
стической деформации является метод Оливера и Фарра [22]. В 1992 г. в работе 
У. Оливера и Дж. Фарра был представлен новый метод определения твердости и 
модуля упругости по зависимости приложенной к индентору силы от глубины 
его проникновения в исследуемый материал. Анализ данных НИ и расчет H и 
E осуществляется следующей последовательностью. Во-первых, измеряется 
угол наклона начального этапа кривой разгрузки F(h). Оливер и Фарр в своей 
работе при расчетах использовали такой параметр, как жесткость контакта 
(S). В настоящее время в современных программах анализа данных НИ вместо 
параметра S используется такой параметр, как контактная податливость (C), 
который является обратной величиной от S. Параметры жесткости контакта и 
контактной податливости определяются по наклону начального этапа разгрузки 
индентора следующим образом:
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где hmax – максимальная глубина погружения индентора относительно исход-
ной поверхности исследуемого образца.

Далее величина C  используется для нахождения hc , которая вычисляется 
следующим образом:
	 h h C Fc max max= − ⋅ ⋅ε ,	 (1.8)

где µ  – безразмерная эмпирическая константа, которая в случае индентора 
Берковича равна 0.75. По полученному значению hc  вычисляется Ac . Для ин-
дентора Берковича Ac  рассчитывается следующими образом:

	 A h hc c ctg= ° ≈3 3 6527 2452 2 2. . .	 (1.9)

Твердость в этом случае определяется по формуле:
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Модуль упругости исследуемого материала образца Es( )  вычисляется из 
соотношения:
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Метод Оливера и Фарра позволяет быстро и точно определить основные 
механические характеристики твердого тела. Этот метод достаточно универ-
сален и успешно используется для измерения H  и E  как объемных тел, так 
и тонких пленок толщиной несколько микрометров. Однако эксперименты 
по НИ тонких пленок и их моделирование показывают, что метод Оливера и 
Фарра позволяет эффективно определять параметры H  и E  исследуемого 
слоя только на глубине до 10% от общей толщины покрытия.

Измерение эффективной микротвердости. Метод Оливера и Фарра позволяет 
определять H  и E  материала только на максимальной глубине погружения ин-
дентора в образец. При этом динамика деформации, которая происходит в процессе 
нагружения не учитывается. Обычно кривую нагрузки анализируют отдельно. Это 
делается для выявления резких скачков деформации, которые связаны с упру-
гопластическим переходом, образованием трещин в материале, прохождением 
индентора через границу разделов пленка–подложка и другими причинами. В 
работах [24, 25] был предложен и экспериментально применен метод измерения 
универсальной твердости Hu( )  и истинной твердости H tr( )  по данным кривой 
нагрузки. Для этого вводится понятие микротвердости Hm( ) , которая измеряется 
в каждой точке экспериментальной зависимости F h( )  по формуле:
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где A  – площадь проекции невосстановленного отпечатка.
При измерении Hu  в [24, 25] предлагается вместо площади проекции не-

восстановленного отпечатка использовать площадь боковой поверхности внед
ренной части пирамиды Берковича Slat( ) :
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В работах [24, 25] предложена такая характеристика материала, как истинная 
твердость, которая измеряется из отношения силы вдавливания при нагружении 
к объему внедренной части индентора в образец:
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Таким образом, с помощью этих методов можно быстро преобразовывать 
экспериментальную кривую F h( ) , полученную при нагружении индентора, 
и представить ее в виде зависимостей H hm ( ) , H hu ( )  или H htr ( ) .

Наноиндентирование тонких пленок. Одним из наиболее популярных при-
ложений НИ в настоящее время является определение механических свойств 
тонких пленок. В тестах на НИ свойства пленки могут быть определены без 
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удаления пленки с подложки, как это делается в других типах испытаний. Метод 
НИ позволяет исследовать пространственное распределение свойств пленок как 
вдоль их поверхности, так и по глубине слоя. Такому виду испытаний поддается 
широкое разнообразие пленок – от ионно-имплантированных поверхностей 
до оптических и полимерных покрытий. Помимо испытаний на системах плен-
ка–подложка, метод НИ применяется для пленок в виде отдельных слоев или 
мембран [26]. Как было отмечено ранее, в измерениях H  и E  тонких пленок 
важно исключить влияние подложки на данные НИ. В случае толстых пленок 
это можно сделать, уменьшив глубину погружения до значения меньше 10% от 
толщины пленки. В случае пленок толщиной 100 нм и меньше этот способ ис-
ключения влияния подложки становится неэффективным, поскольку влияние 
материала подложки на измерения твердости пленки H f( )  и модуля упругости 
пленки Ef( )  неизбежно. Несмотря на это, существуют методики, позволяю-
щие определить H f  и Ef  из зависимостей эффективной твердости Heff( )  и 
эффективного приведенного модуля упругости ( )Eeff  от глубины погружения 
индентора в поверхность исследуемого образца h . Обычно величины Heff  и 
Eeff  определяются по методу Оливера и Фарра, затем полученные зависимости 

описываются с помощью математических моделей.
В работе [27] Бюкле предположил, что Heff  тонкопленочной системы мо-

жет быть выражена как:
	 H h H a H Heff sub f sub( ) = + −( ) ,	 (1.15)

где Hsub  – твердость материала подложки, a  – эмпирический параметр.
Позже в работе [28] предлагалось описывать экспериментальную зависи-

мость H heff ( )  с помощью закона смешивания площадей:

	 H h H
A

A
H

A

Aeff f
f

sub
sub( ) = + ,	 (1.16)

где Af  и Asub  – площадь контакта индентора с пленкой и подложкой соответ-
ственно, A  – общая площадь контакта.

В работе [29] было проведено компьютерное моделирование процесса НИ 
тонких пленок с помощью метода конечных элементов. Это исследование по-
казало, что экспериментальная зависимость H heff c( ) , полученная при НИ 
системы мягкой пленки на твердой подложке, определяется моделью:
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где Y  и E  – пределы текучести и модуль упругости материала, индексы sub  
и f  относятся к материалам пленки и подложки, t  – толщина пленки.

В случае твердой пленки на мягкой подложке экспериментальная зависи-
мость H heff ( )  описывается следующим образом:

	 H h H H H
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Эта модель использовалась для расчетов H f , представленных в настоящем 
обзоре. В работе [30] была предложена энергетическая модель, описывающая 
зависимость H heff c( )  в виде:

	 H h H
H H

t
k

h
t

eff c sub
f sub

c

( ) = +
−( )

+ 





1
2 ,	 (1.19)

где k  – коэффициент, зависящий от механических характеристик материалов 
пленки и подложки. В работе [30] авторы рассматривают два вида деформации 
пленки: деформация с формированием многочисленных трещин в пленке под 
индентором и деформация, приводящая к пластической деформации. В случае 
формирования трещин коэффициент k  имеет размерность длины и зависит от 
отношения вязкости разрушения материала пленки Kf  к твердости подложки 
Hsub . В случае пластической деформации коэффициент k  зависит от отноше-
ния твердости пленки H f  к твердости подложки Hsub  и толщины пленки t .

В работе [31] была проведена модификация вышеупомянутых моделей с учетом 
размерных эффектов, происходящих при вдавливании. В результате [31] было 
предложено использовать для описания зависимости H heff ( )  следую модель:

	 H h H H H l
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В этой модели предполагается, что вклад подложки в Heff  следует учитывать, 
как только индентор пересекает условную границу, определяемую некоторой 
долей толщины пленки. В общем случае условная граница не совпадает с фак-
тической границей раздела между пленкой и подложкой. Параметры l  и m  
являются безразмерными константами, которые описывают скорость изменения 
твердости, когда пластическая зона пересекает условную границу. Значения 
этих параметров определяются эмпирически, в случае пленок толщиной 1 мкм 
и более параметры m  и l  находятся в диапазоне значений 0.4–0.9 и 1.9–4.9 
соответственно. Следует отметить, что вышеупомянутая условная граница за-
висит от механических характеристик материалов пленки и подложки.

Для нахождения Ef  обычно экспериментальные зависимости E heff c( )  опи-
сывают двумя моделями, которые были разработаны с помощью эмпирического 
и теоретического подходов. Влияние механических свойств материала подложки 
на измерения модуля упругости тонкой пленки методом НИ эксперименталь-
но исследовали Doerner и Nix [32]. В этом исследовании авторы предложили 
эмпирическую модель, описываемую выражением (1.21), с помощью которой 
достаточно точно можно промоделировать зависимость E heff c( )  структуры 
пленка–подложка, полученную при НИ:
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где νf  и νsub  – коэффициент Пуассона материала пленки и подложки соот-
ветственно, γ  – эмпирическая константа. 

Эта модель успешно применяется при НИ индентором Берковича и может 
быть использована для анализа зависимости E heff c( ), полученной пирами-
дальными инденторами других типов. Gao, Chiu и Lee в своей работе [33] ис-
пользовали метод модуляционных возмущений, в котором решение в замкну-
той форме приводит к выражению для объединенного модуля упругости Eeff  
комбинации пленка–подложка:
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В этой формуле I0  представляет собой весовую функцию, которая равна 
нулю, когда толщина пленки приближается к нулю, и приближается к единице 
для больших значений толщины пленки. Эти уравнения имеют большое зна-
чение, поскольку они учитывают реальную природу упругих взаимодействий 
в пленке и в подложке, которые неразрывно связаны друг с другом. В грубом 
приближении в системе из двух последовательно соединенных пружин разной 
жесткости на зафиксированном основании деформация происходит после-
довательно, одновременно в обеих пружинах. Независимо от того, насколько 
низкое усилие приложено к индентору, всегда будет вклад от подложки. Однако 
на практике в поле напряжения вдавливания нагрузка на индентор поддержи-
вается не только прямым сжатием в вертикальном направлении, но и сжимаю
щими напряжениями, действующими в образец с его боковых поверхностей. 
Это делает вклад от пленки несколько больше, чем ожидаемый от простого 
сжатия только в вертикальном направлении. Поскольку во время испытания 
на вдавливание всегда наблюдается и некоторое упругое смещение подложки. 
Традиционное правило 10% не применимо для измерений модуля упругости 
тонкопленочных систем. Несмотря на этот факт, метод НИ является наиболее 
эффективным способом экспериментального измерения механических харак-
теристик и деформационных свойств тонких пленок. Следует отметить, что все 
вышеперечисленные модели были так или иначе испытаны исключительно на 
однослойных пленках толщиной больше микрометра, которые лежат на одно-
родной подложке.
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Экспериментальные исследования по НИ, представленные в настоящем 
обзоре, проводились на многофункциональном твердомере Nanotest 600 фирмы 
Micro Materials с помощью алмазного индентора Берковича. Схема устройства 
маятника, которым осуществлялись эксперименты по НИ, представлена на рис. 2, 
a. Используемый в исследованиях наконечник Берковича – это трехгранная 
равносторонняя пирамида с закруглением вершины радиусом 100 нм. Меха-
нические характеристики индентора следующие: модуль упругости 1140 ГПа, 
коэффициент Пуассона 0.07. Реальное изображение наконечника используе-
мого индентора, полученное с помощью АСМ, представлено на рис. 2, b. Все 
эксперименты по вдавливанию осуществляли при температуре 22°С.

Структуру поверхности исследуемых пленок и гибридных подложек иссле-
довали с помощью атомно-силовой микроскопии на приборе Easy scan фирмы 
Nanosurf. Толщину слоев определяли из анализа данных оптической спектраль-
ной эллипсометрии на приборе VASE J.A. Woollam.

2. Наноиндентирование кристаллов Si и SiC. Механические характеристики 
Si и C полярных поверхностей граней монокристалла SiC. Хорошо известно, что 
физические и другие свойства кристаллических граней двухкомпонентных 
кристаллов, например граней SiC вюрцитной модификации, со стороны гра-
ни (0001) и со стороны грани (0001) различаются. Различие в свойствах гра-
ней называется полярностью. В связи с этим возникают следующие вопросы. 
Различаются ли механические свойства граней SiC различной полярности? И 
если различаются, то значительно ли это отличие? Ответ на эти вопросы весьма 
важен не только с фундаментальной точки зрения, он важен и для исследования 
гибридных пленок SiC/Si. Связано это с тем, что обычно полярность граней 
определяют методом химического травления. Этот метод сложно применять к 

Рис. 2. Схема устройства маятника для наноиндентирования (a) и АСМ-изображение исполь-
зуемого наконечника Берковича (b). 1 – магнит, 2 – катушка, 3 – ограничитель движения, 
4 – мягкие пружины, 5 – индентор, 6 – пластины конденсатора, 7 – держатель образца, 8 – ба-
лансировочный груз, 9 – импульсный механизм, 10 – демпфирующая пластина.
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очень тонким пленкам SiC. Химические реагенты могут проникнуть под слой 
SiC и начать вытравливать внутренности пор и т.п. Для решения этой проблемы 
в работе [34] были проведены экспериментальные исследования деформаций, 
происходящих при НИ кристалла 4H-SiC со стороны C- и Si-полярных граней.

Исследование механических характеристик объемного SiC осуществляли 
при помощи НИ монокристаллической пластины 4H-политипа SiC. Пластина 
была вырезана из монокристалла 4H-SiC, выращенного модифицированным 
методом Лели. Рост монокристалла осуществлялся на затравках SiС, ориенти-
рованных по направлению к оси роста C-гранью. Условия роста подбирались 
таким образом, чтобы формирование кристалла осуществлялось одновременно 
в базисной плоскости 4H-политипа [35]. Во время роста поддерживался по-
стоянный уровень легирования азотом 5∙1018 см-3, а температурный градиент 
по площади пластины составлял 10–20 К/см. Для однозначного определения 
полярности поверхности на скругление пластины наносились два среза разного 
размера. Полярность граней определяли с помощью химического травления. В 
результате травления на Si-грани декорируются структурные дефекты и осущест-
вляется селективное травление, а на C-грани происходит изотропное травление 
[35]. Рельеф травления наблюдался с помощью оптического микроскопа. Далее 
обе поверхности подвергались двухстадийной четырехчасовой механической 
полировке. Полировали тканевым притиром из искусственного волокна двумя 
алмазными пастами с зернами диаметром 3 и 1 мкм. Исследование поверхностей 
пластины SiC с помощью спектральной эллипсометрии в диапазоне энергий 
0.7–6.5 эВ показывает, что шероховатость поверхности C- и Si-полярной грани 
равна 8 и 5 нм соответственно.

В работе [36] авторы исследовали изменения твердости кристаллов SiC на C- 
и Si-полярных гранях при различных температурах. Однако авторы этой работы 
исследовали механические свойства SiC методом индентирования, а не мето-
дом НИ. Индентор они погружали на глубину порядка нескольких микронов. 
Авторам [36] не удалось обнаружить существенных различий в механических 
свойствах C- и Si-полярных граней. И это понятно, поскольку только метод 
НИ способен выявить различие в свойствах очень тонких приповерхностных 
областей граней. Только при температуре 1200°С авторам [36] удалось обна-
ружились различия в механических свойствах граней C и Si. Оказалось, что 
твердость кристалла SiC со стороны C-грани выше примерно на 15% твердо-
сти грани со стороны Si. Авторы пытались объяснить это различием в природе 
ядер дислокаций, формирующихся в условиях повышенных температур при 
индентировании Si- и C-граней на микрометровом масштабе. Однако разли-
чия в механических характеристиках, зафиксированных при индентировании 
в микрометровом масштабе, должны проявляться и в нанометровом масштабе, 
особенно при глубине проникновения, стремящейся к нулю, потому что энер-
гия Si-грани кристалла SiC значительно ниже, чем энергия C-грани [37]. Как 
известно [38], в процессе деформации формируется новая поверхность [38]. 
Отсюда следует, что механические свойства твердого тела будут связаны с энер-
гией его поверхности. Таким образом, очевидно, что при НИ приповерхностной 
области кристалла SiC характер деформации будет зависеть от поверхностной 
энергии индентируемой грани.
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Измерение твердости и модуля упругости кристаллической пластины SiC 
осуществляли методом НИ при максимальной силе вдавливания 200 мН, анализ 
экспериментальных данных проводили с помощью метода Оливера и Фарра [22]. 
Данные НИ со стороны Si- и C-полярных граней монокристаллической подложки 
SiC оказались идентичными. Погрешность в определении экспериментальных 
данных была менее 5%. Анализ полученных кривых НИ показывает, что твердость 
и модуль упругости исследуемого SiC на глубине индентирования 750 нм равны 
26 ± 1 ГПа и 320 ± 12 ГПа соответственно. Влияние поверхностной энергии на 
механические свойства кристалла исследовали при помощи анализа начального 
этапа НИ, то есть в области, в которой происходит преимущественно упругая 
деформация. Индентирование проводили при максимальной нагрузке в 1.5 мН. 
Типичный вид кривых нагружения представлен на рис. 3, a в виде зависимости 
приложенной силы F  в мН от глубины индентирования h  в нм. На рис. 3, a 
отчетливо проявляется различие между данными НИ кристалла SiC со стороны 
Si-грани (черные квадратные точки) и C-грани (белые круглые точки). Наи-
большее различие в характере НИ наблюдалось в начальный момент НИ, тогда, 
когда индентор достигал глубины проникновения порядка 25 нм. Это различие 
можно определить по углу наклона экспериментальных зависимостей F h( ) . 
Исследования показали, что при НИ кристалла SiC на малых глубинах погру-
жения индентора модуль упругости Si-грани в 2.3 раза меньше, чем у C-грани. 
Различие в упругих свойствах граней Si- и C-полярности с гранями пластины 
4H-SiC вблизи их поверхности отчетливо проявляется в зависимости среднего 
контактного давления pm  в ГПа от контактной глубины погружения hc  в нм 
(рис. 3, b). При измерении pm  граней Si и C пластины SiC учитывалась реальная 
геометрия индентора, а измерения были осуществлены на глубинах погружения 
до 30 нм. Из экспериментальной зависимости видно, как со стороны Si-грани 
(черные квадратные точки) и C-грани (белые круглые точки) с увеличением 
глубины погружения индентора в кристалл его pm  растет. Причем для Si-гра-
ни увеличение pm  происходит значительно медленнее, чем увеличение pm  
С-грани. На глубине индентирования до 30 нм в среднем твердость Si-грани в 
2 раза меньше, чем у C-грани. Анализ зависимостей p hm c( )  и сопоставление 

Рис. 3. Зависимости силы вдавливания от глубины погружения (a) и зависимости среднего 
контактного давления от контактной глубины погружения (b) кристалла SiC 4H-SiC со сто-
роны Si- и C-полярных граней.
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их с функцией (1.6) с использованием метода наименьших квадратов показы-
вает, что наилучшее сопоставление экспериментальных данных наблюдается 
при E 'sur  170 ГПа (сплошная линия) и 400 ГПа (пунктирная линия) для Si- и 
C-граней соответственно.

Измерения микротвердости при НИ Si- и C-полярных граней кристалла 
SiC приводят к аналогичным результатам. Зависимости H hm ( )  для граней Si 
и C подобны, а именно: они, зависимости, убывают с ростом глубины погру-
жения индентора. Однако значения Hm  у Si-грани значительно меньше, чем у 
C-грани. При глубине погружения до 20 нм Hm  C-грани в 2 раза больше, чем у 
Si-грани. Подобное поведение механических и деформационных характеристик 
кристалла SiC связано с тем фактом, что энергия поверхности Si-грани ниже, 
чем у C-грани, поэтому процесс образования новой поверхности у Si-грани 
протекает легче.

Таким образом, установлено, что энергия поверхности Si- и C-полярных 
граней существенно влияет на механические характеристики кристалла SiC 
только на начальном этапе упругой деформации вблизи поверхности и практи-
чески не оказывает никакого влияния на изотермические измерения твердости 
и модуля упругости при глубинах погружения, превышающих 60 нм. Показано, 
что энергия поверхности Si-грани кристалла SiC примерно в 1.5 раза меньше, 
чем у С-грани, что согласуется с данными моделирования методом функцио-
нала плотности [39, 40].

НИ монокристаллических подложек Si. Для получения информации о механи-
ческих свойствах гибридных структур SiC/Si необходимо определить свойства 
не только “чистого” кристалла SiC, но и “чистой” подложки Si, на которой бу-
дет сформирована пленка SiC. Для этого проводились эксперименты по НИ на 
монокристаллических пластинах Si с кристаллографическими направлениями 
(001), (011) и (111) без отклонения от базовой плоскости. Именно на таких под-
ложках и синтезировали слой SiC. Для измерений использовались пластины Si, 
легированного фосфором (n-тип Si) марки КЭФ, и пластины Si, легированного 
бором (p-тип Si) марки КДБ, выращенные методом Чохральского [41]. Под-
ложка Si марки КЭФ имела кристаллическую ориентацию (001), а пластины Si 
КДБ имели кристаллическую ориентацию (011) и (111). Исследуемые плоскости 
подложек Si были предварительно отполированы до среднеквадратичной ше-
роховатости поверхности 0.2–0.4 нм. Измерения проводились в стандартном 
и циклическом режимах вдавливания. В случае стандартного НИ нагружение 
осуществляли до максимальной силы 5 мН. Циклическое НИ проводили в 
4 цикла, нагружая индентор до максимальных нагрузок 5, 10, 15 и 20 мН. Ско-
рость нагрузки и разгрузки была 1 мН/сек. Анализ данных НИ осуществляли 
с помощью метода Оливера и Фарра [22].

Из анализа данных НИ можно сделать вывод, что в случае вдавливания с 
максимальной силой 5 мН подложка Si с ориентацией (111) является самой мяг-
кой (11.8 ± 0.6 Гпа) и упругой (164 ± 5 Гпа), а кристалл Si с ориентацией (011) 
наиболее твердым (13.7 ± 0.6 Гпа) и жестким (185 ± 4 Гпа). В случае пластины 
Si с ориентацией (001) твердость и модуль упругости равны 13.1 ± 0.8 ГПа и 
175 ± 7 ГПа соответственно. Данные НИ в циклическом режиме показали, что 
распределение пластин Si по твердости и модулю упругости сохраняются при 



58	 ГРАЩЕНКО и др.

увеличении максимально силы вдавливания до 20 мН, однако в этом случае 
значения твердости и модуля упругости образцов отличаются несущественно. 
Средние значения твердости и модуля упругости кристаллов Si по данным цикли-
ческого НИ лежат в диапазонах 11.2–12 ГПа и 153–161 ГПа соответственно.

Анализ начального этапа НИ пластин Si показал, что экспериментальную 
зависимость F h( )  можно описать модернизированным соотношением Герца 
для сферического наконечника при значениях E 'sur , равных 170 ± 10, 180 ± 10 и 
110 ± 10 ГПа для подложек Si с ориентацией (001), (011) и (111) соответственно. 
Описание экспериментальных зависимостей pm  в ГПа от hc  в нм, полученных 
при НИ пластин Si и представленных на рис. 4, a. Сопоставление происходит 
при тех же параметрах модулях упругости, что и при анализе зависимости F h( ) .

Измерения Hm  в ГПа кристаллов Si на глубинах погружения до 160 нм 
(рис. 4, b) в целом дают похожий результат: подложка с ориентацией (111) яв-
ляется наименее твердой, а пластины Si с ориентацией (001) и (011) близки по 
своим деформационным характеристикам.

Следует отметить, что при НИ в циклическом режиме для всех образцов при 
разгрузке индентора были зафиксированы скачки деформации, связанные с 
фазовыми превращениями в напряженной области Si под индентором [42, 43].

3. Наноиндентирование пленок нано-SiC на Si. В связи с уменьшением раз-
меров электрооптических компонентов современной электроники все чаще 
объектами производства и исследований становятся наномасштабные системы. 
Существует много экспериментальных методик, с помощью которых прово-
дятся исследования физических свойств такого рода объектов. Наиболее рас-
пространены оптические методики определения структурных характеристик 
и других физических свойств наномасштабных систем. Но ряд характеристик 
твердых тел невозможно определить средствами оптики. К таким характери-
стикам относятся физико-механические свойства. Наиболее чувствительным 
и соответственно максимально эффективным методом исследования физи-
ко-механических характеристик и деформационных свойств твердых тел явля-
ется метод НИ [13, 44, 45]. В отношении тонких пленок принято считать, что 

Рис. 4. Зависимости среднего контактного давления от контактной глубины погружения (a) 
и зависимости микротвердости от глубины погружения (b) кристаллов Si с ориентациями 
(001) – сплошная линия и черные квадратные точки, (011) – пунктирная линия и белые круг
лые точки, (111) – прерывистая линия и черно-белые треугольные точки.
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глубина погружения индентора не должна превышать 10% от толщины пленки 
[13, 46]. Поскольку обычно глубина погружения индентора в образец составляет 
100 нм и более, то методом НИ, как правило, исследуются пленки толщиной 
1–10 мкм или даже толще. По этой причине методики анализа механических 
свойств тонких пленок ориентированы на характерные толщины в несколько 
микрон. Однако непрерывное уменьшение характерных размеров исследуемых 
объектов приводит к необходимости изучать деформационные и прочностные 
свойства наномасштабных пленок толщиной несколько сотен или даже десятков 
нанометров. Современные нанотестеры обладают высокой чувствительностью 
и разрешающей способностью, что позволяет измерять деформацию и механи-
ческие свойства на глубине погружения 10–30 нм с погрешностью 10% и менее. 
Это открывает новые возможности для качественного анализа данных НИ в 
нанометровом масштабе и измерения физико-механических свойств пленок 
толщиной от 50 нм. Однако экспериментальных исследований, посвященных 
НИ пленок толщиной 50–100 нм, практически нет. Например, ранее не про-
водились измерения механических характеристик методом НИ систем, таких 
как наномасштабная алмазоподобная пленка на кристаллическом основании с 
порами. Это приводит к отсутствию методик анализа данных НИ таких систем. 
Гибридные кристаллические структуры нано-SiC/Si, синтезированные методом 
замещения атомов, могут быть использованы в качестве материала для разра-
ботки методики НИ твердой наномасштабной пленки на мягкой подложке.

На данный момент были проведены эксперименты по НИ гибридных подложек 
SiC/Si, синтезированных методом замещения атомов на кристаллах Si трех основ-
ных ориентаций (001), (011) и (111). Синтез этих образцов осуществляли в атмос-
фере газовой смеси CO и SiH4 в течении 10–20 мин при температуре 1250–1300°С. 
Шероховатость поверхности исследуемых образцов по данным АСМ составляла 11, 
17 и 20 нм для слоев нано-SiC на Si с ориентацией (001), (011) и (111) соответствен-
но. Данные АСМ показывают, что морфология поверхности нано-SiC мозаичная. 
Шероховатость поверхности элементов структуры нано-SiC для всех образцов 
равна 3 ± 1 нм. По данным оптической спектральной эллипсометрии пленки на-
но-SiC являются двухслойными, а общая толщина слоя SiC равна 80, 70 и 120 нм 
в случае образцов на Si с ориентацией (001), (011) и (111) соответственно. Однако 
по данным НИ видно, что деформационные и механические свойства гибридной 
подложки SiC/Si(011) существенно отличаются от остальных. Анализ начального 
этапа вдавливания показал, что экспериментальные зависимости НИ описыва-
ются модифицированными соотношениями Герца (1.5) и (1.6) с параметрами 
модуля упругости вблизи поверхности, равными 400 ± 40, 160 ± 10 и 350 ± 30 ГПа 
для структур нано-SiC на Si с ориентацией (001), (011) и (111) соответственно. 
Экспериментальные зависимости силы вдавливания F  в мН от смещения ин-
дентора относительно исходной поверхности образца h  в нм на начальном этапе 
вдавливания в виде точек и соответствующие этим данным соотношения (1.5) в 
виде линий представлены на рис. 5, a. Зависимости среднего контактного давления 
в ГПа от контактной глубины погружения в нм, полученные для структур SiC/Si, 
представлены на рис. 5, b.

Полученные данные однозначно свидетельствуют о том, что структуры 
нано-SiC на Si с ориентацией (001) и (111) вблизи поверхности существенно 
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жестче, чем образец SiC/Si(011). Поэтому эксперименты по НИ структуры SiC/
Si(011) будут проанализированы и рассмотрены отдельно.

Наноиндентирование нано-SiC на Si с ориентацией (001) и (111). Деформаци-
онные свойства гибридных подложек SiC/Si целесообразнее всего исследовать с 
помощью анализа данных НИ, которые регистрируются в результате нагружения 
индентора. Нагрузочная часть является наиболее чувствительным элементом 
кривой НИ, поскольку именно в результате нагрузки происходит регистрация 
деформационных особенностей, таких как упругопластический переход, обра-
зование трещин, регистрация границы разделов и другие процессы, сопровож
дающиеся скачками деформации и изменениями наклона экспериментальной 
зависимости F h( ) . Для анализа деформационных характеристик наиболее 
удобно представить нагрузочную кривую F h( )  в виде зависимости H hm ( ) . 
Для анализа зависимости H hm ( )  наномасштабных пленок SiC на Si в работе 
[47] была использована модернизированная модель (1.18):
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где n  и α = ( )Y Y E Ef sub f sub/ /  – безразмерные константы, Yf  и Ysub  – пре-
делы текучести материала пленки и подложки, Ef  и Esub  – модули упругости 
пленки и подложки соответственно, t  – толщина пленки. Модификация по 
сравнению с [29] заключается в том, что член в круглых скобках содержит под-
гоночный параметр n , учитывающий жесткость подложки. Тогда как в [29] для 
мягкой подложки эксперименту удовлетворяла модель при n =1 . Это связано 
с тем, что при погружении индентора зона пластичного деформирования вна-
чале вовлекает всю толщину пленки и только затем воздействует на подложку. 
Кроме модели (3.1) для определения величин H f , Hsub  и t  использовались и 
другие функции, предложенные в работах [28, 48–51]. Однако эти модели не 
подошли для описания H hm ( )  наномасштабных твердых и жестких пленок, 

Рис. 5. Зависимости силы вдавливания от глубины погружения (a) и зависимости среднего 
контактного давления от контактной глубины погружения (b) нано-SiC на Si с ориентациями 
(001) – сплошная линия и черные квадратные точки, (011) – пунктирная линия и белые круг
лые точки, (111) – прерывистая линия и черно-белые треугольные точки.
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поскольку определенное в рамках этих подходов среднеквадратичное откло-
нение было слишком большим. Сравнивая измеренные зависимости Hm  с 
предложенной аппроксимационной зависимостью (3.1), можно определить H f , 
Hsub  и t . Для этого вначале измерялось отношение модулей упругости плен-
ки и подложки. Значения Ef  и Esub  определяли по данным НИ с максималь-
ным смещением индентора относительно исходной поверхности образца 20 и  

250 нм соответственно. Измерения для образца SiC/Si(001) дают E Ef sub/ .≈ 1 4 , 

а для образца SiC/Si(111) E Ef sub/ .≈ 1 5, что довольно близко к табличному 

значению E Ef sub/ .≈ 1 65 [48]. Отношение Y Yf sub/ .≈ 2 5 определялось из 
справочных данных [48], что дает α = −3 5 4 1. . . Константы H f , Hsub , t  и  
n , входящие в модель (3.1), определялись путем сопоставления модели (3.1) 
с экспериментальной зависимостью микротвердости Hm  в ГПа от смещения 
индентора относительно исходной поверхности образца h  в нм, которые 
представлены на рис. 6. Аппроксимацию осуществляли с помощью метода 
наименьших квадратов. Максимальное совмещение экспериментальных за-
висимостей с моделью (3.1) с параметром n = 2  происходит в случае струк-
туры SiC/Si(001) при α = 3.5 дает: Hf = 40 ± 5 ГПа, Hsub = 8 ± 1 ГПа, t  = 75 ± 
± 10  нм, а в случае SiC/Si(111) при α = 3.8 дает: Hf = 42 ± 2 ГПа, Hsub = 42 ± 2 ГПа ,  
t = 75 ± 10 нм. Теоретические кривые модели (3.1) при этих значениях констант 
приведены на рис. 6 в виде сплошных линий. Следует подчеркнуть, что исполь-
зование степени как параметра минимизации привело к резкому уменьшению 
среднеквадратичного отклонения теоретической зависимости от эксперимен-
тальной. Аппроксимация методом наименьших квадратов экспериментальных 
зависимостей моделью (1.19) в случае гибридной структуры SiC/Si(001) при  
t = 80 нм дает: Hf = 42 ± 3 ГПа, Hsub = 7 ± 1 ГПа, k = 9 ± 1 нм, а в случае си-
стемы SiC на Si(111) при t = 100 нм дает: Hf = 45 ± 4 ГПа, Hsub = 1.5 ± 0.5 ГПа,  
k = 5 ± 1 нм. Эти результаты однозначно свидетельствуют о необходимости ва-
рьирования толщины переходного слоя между H f  и Hsub , поскольку заранее 
эта величина точно не известна. Толщину пленки, измеренную методом НИ, 
мы сравнивали с толщиной, измеренной при помощи метода эллипсометрии, 
наблюдается корреляция между результатами. Из рис. 6, b видно, что основ-
ное различие между теоретической функцией (3.1) и экспериментальными 
зависимостями состоит в том, что в области погружения индентора 50–80 нм 
экспериментальная зависимость более плавная. Именно поэтому экспери-
ментальные значения микротвердости имеют большую величину, чем если бы 
они были вычислены по теоретической зависимости (3.1). Это различие мо-
жет быть объяснено тем, что на самом деле пленки SiC двухслойные, а модель 
(3.1) описывает только однослойные пленки. Таким образом, было показано, 
что даже в случае однослойной однородной пленки толщиной порядка 100 нм 
возникают большие сложности в определении деформационных свойств ма-
териала пленки, вызванные именно наномасштабностью структуры. Однако 
в реальной ситуации однородных пленок толщиной порядка 100 нм и менее 
практически не существует, так как на границе раздела пленка–подложка об-
разуются различные буферные или переходные слои, толщина которых, как 
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правило, составляет десятки нанометров [52]. Такие слои существенно пони-
жают энергию границы раздела пленка–подложка, которая может иметь как 
химическую, так и механическую природу. Поскольку в случае наномасштабных 
покрытий толщина переходных слоев становится сопоставимой с толщиной 
пленки, наномасштабные пленки уже нельзя считать однородными по тол-
щине. В такой ситуации приходится считать пленку состоящей из нескольких 
однородных слоев. Подобный подход используется, например, в оптических 
исследованиях [52], очень чувствительных к однородности слоев. Однако при 
исследовании деформационных характеристик наноструктур многослойные 
подходы практически не применяются, что вызвано отсутствием эффективных 
моделей описания упругих свойств многослойных наноструктур.

В работе [53] была представлена методика, позволяющая распространить 
модель описания H hm ( )  системы пленка–подложка для однослойного случая 
на многослойную систему, в частности на случай двухслойной наномасштабной 
пленки на подложке. Предлагается модифицировать модель (3.1) для случая 
многослойной структуры. В частности, для двухслойной структуры, лежащей 
на подложке, для этого предлагается рассматривать нижний слой вместе с под-
ложкой как подложку для верхнего слоя, т.е. промежуточную или буферную 
подложку. Иными словами, предполагается, что слои являются независимыми 
друг от друга и имеют различные параметры Н, t, α и n. В рамках этого допуще-
ния для двухслойной модели получим:
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где Hb  – микротвердость промежуточной буферной подложки, H1  – микро-
твердость верхнего слоя толщиной t1 , H2  – микротвердость нижнего слоя 
толщиной t2 . Подстановка (3.2) в (3.3) дает:
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Из выражения (3.4) следует, что вклады слоев в эффективную микротвердость 
суммируются подобно выражению (3.1), но с разными весовыми коэффициен-
тами. Верхний слой суммируется с весом 1, так же как и в (3.1), а нижний слой 
суммируется с весом 1 – exp[–(H1h/H2α1t1)n1, зависящим от толщины верхнего 
слоя t1. Как и следовало ожидать, при t1  → ∞ этот весовой множитель стремится 
к 0. Аналогично можно построить модель микротвердости и для многослойной 
системы. Для этого, начиная с самого нижнего слоя, необходимо трактовать 
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нижний слой с подложкой как промежуточную подложку для следующего слоя. 
Результаты сопоставлений для обоих гибридных подложек SiC/Si приведены 
на рис. 6. В рамках двухслойной модели (3.4), которая изображена на рис. 6 
пунктирными линиями, среднеквадратичное отклонение модели от экспери-
ментальных данных уменьшается в несколько раз, и в этом случае характерный 
перегиб экспериментальной зависимость идеально описывается. Параметры 
n1 и n2 были определены из анализа экспериментальных данных НИ, кото-
рые однозначно показали, что эти параметры примерно равны 1 и 4 соответ-
ственно. Для расчетов значения параметры и были округлены. Сопоставление 
кривой (3.4) с экспериментальной зависимостью для образца SiC/Si(001) при 
n1 = 1.0 и n2 = 4 дает: H1 = 42 ГПа, H2 = 36 ГПа, Hsub = 8 ГПа, t1 = 30 нм, t2 = 60 нм, 
α1 = 1.1, α2 = 1.6, для гибридной структуры SiC/Si(111): H1 = 40 ГПа, H2 = 45 ГПа,  
Hsub = 2.6 ГПа, t1 = 25 нм, t2 = 95 нм, α1 = 0.9, α2 = 4. Сравнивая полученные ре-
зультаты с данными оптической спектральной эллипсометрии, можно сделать 
следующие выводы. Двухслойная модель (3.4) очень хорошо описывает поведение 
микротвердости многослойных наноструктур и даже позволяет приблизитель-
но определить толщины слоев в совокупности с параметрами, которые зависят 
от механических свойств слоев исследуемых наномасштабных гетероструктур. 
Однако определение фактора отдельно для каждого слоя выходит за рамки 
предлагаемой модели и может быть осуществлено, например, численным мо-
делированием или сопоставлением с эллипсометрическими данными. В любом 
случае для данной системы погрешность в определении суммарной толщины 
была меньше 10%. Микротвердость слоев SiC в образцах SiC/Si, т.е. твердого 
раствора SiC и Si, оказалась несколько выше микротвердости объемного SiC 
(~33 ГПа). В случае гибридной структуры SiC/Si(001) микротвердость верхнего 
слоя SiC больше, чем у нижнего и у объемного SiC (~42 ГПа, ~36 ГПа, ~33 ГПа 
соответственно). Микротвердость кремниевого основания с порами, находя-
щимися на существенном расстоянии друг от друга, близка к микротвердости 
объемного Si (~8 ГПа и ~9 ГПа соответственно). В случае образца SiC/Si(111) 
микротвердость второго слоя SiC больше, чем микротвердость первого слоя 
SiC, т.е. SiC с дилатационными диполями, и объемного SiC (~45 ГПа, ~40 ГПа, 

~33 ГПа соответственно). Микротвердость модифицированного Si с пустотами 
стала существенно меньше микротвердости объемного Si (~2.6 ГПа и ~9 ГПа 
соответственно). Первый и второй слой в обоих образцах SiC/Si являются ко-
герентно сопряженными, на границе между ними нет дефектов, в результате 
константа равна 1 для обоих образцов. Между вторым слоем и подложкой име-
ется очень большое количество дефектов, как следствие, величина возрастает 
до значений порядка 4.

Таким образом, предложенная модель для описания деформационных 
свойств твердой двухслойной наномасштабной пленки на мягкой подложке 
(3.4) позволяет адекватно интерпретировать экспериментальные результаты 
по микротвердости двухслойных наноструктур и может быть распространена 
на случай многослойных наноструктур.

Исследования параметров твердости и модуля упругости нано-SiC на Si с 
ориентациями (001) и (111) проводили путем измерения экспериментальных 
зависимостей Heff (hc) и Eeff (hc). Для этого были проведены эксперименты по 
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НИ в стандартном и циклическом режимах на глубины погружения от 10 до 
400 нм и максимальными силами вдавливания от 0.25 до 25 мН. Данные НИ 
анализировали с помощью метода Оливера–Фарра. Для каждой контактной 
глубины погружения hc в нм рассчитывались средние значения параметров 
Heff и Eeff,  измеряемые в ГПа. Полученные зависимости H_eff (h_c) описыва-
ли моделями (3.1) и (1.19), а Eeff (hc) – моделями (1.21) и (1.22). Зависимости 
Heff (hc) для гибридных подложек нано-SiC на Si с ориентациями (001) и (111), 
изображенные точками, модель (3.1) – сплошная линия и модель (1.19) – пун-
ктирная линия представлены на рис. 7,a и рис. 7,b соответственно. Аппрок-
симация методом наименьших квадратов экспериментальных зависимостей 
моделью (3.1) с параметром n = 2 в случае структуры SiC на Si(001) при α = 3.5 
дает: Hf = 30 ГПа, Hsub = 9 ГПа, t  = 120 нм, а в случае системы SiC на Si(111) 
при α = 3.8 дает: Hf = 29 ГПа, Hsub = 6 ГПа, t = 160 нм. Модель (1.19) для SiC/
Si(001) при толщине слоя SiC, равной 80 нм: Hf = 31 ГПа, Hsub = 6 ГПа, k = 160 
нм. Для структуры SiC/Si(111) при толщине слоя SiC, равной 120 нм: Hf = 30 ГПа, 
Hsub = 3 ГПа, k = 100 нм. Как хорошо видно из рис. 7, погрешность такого рода 
измерения параметра твердости SiC/Si составляет 30–40% при НИ на глубине 
погружения до 100 нм. Однако зависимости средних значений эффективной 

Рис. 6. Зависимости микротвердости от глубины погружения для гибридных структур SiC/Si(001) – a 
и SiC/Si(111) – b.

Рис. 7. Зависимости эффективной твердости от контактной глубины погружения для SiC/
Si(001) – a и SiC/Si(111) – b.
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твердости от глубины контакта достаточно хорошо описываются с помощью 
моделей (3.1) и (1.19), предназначенных для однослойного случая. Следует 
отметить, что в случае гибридной структуры SiC/Si(001) аппроксимационные 
функции (3.1) и (1.19) практически идентичны.

Зависимости Eeff (hc) для гибридных подложек нано-SiC на Si с ориентация
ми (001) и (111), изображенные точками (модель (1.21) – сплошная линия, 
модель (1.22) – пунктирная линия), представлены на рис. 8, a и рис. 8, b соот-
ветственно. Аппроксимация методом наименьших квадратов эксперименталь-
ных зависимостей моделью (1.21) в случае структуры SiC на Si(001) при γ = 1.3 
дает: Ef =371 ГПа, Esub = 123 ГПа, t = 80 нм, а в случае системы SiC на Si(111) 
при γ = 1.0 дает: Ef = 330 ГПа, Esub = 96 ГПа, t = 120 нм. Модель (1.22) для SiC/
Si(001) при толщине слоя SiC, равной 80 нм: Ef = 315 ГПа, Esub = 93 ГПа, ε = 0.9. 
Для структуры SiC/Si(111) при толщине слоя SiC, равной 120 нм: Ef = 295 ГПа, 
Esub = 72 ГПа, ε = 1.4.

Таким образом, измерения нанопленок SiC/Si ориентаций (001) и (111) 
показали, что значения их эффективных модулей E heff c( )  на малых толщи-
нах (вблизи поверхности) практически совпадают с эффективными модулям 
объемного монокристалла 4H-SiC. Этот факт однозначно говорит о высоком 
уровне качества и монокристалличности слоев SiC, выращиваемых на Si мето-
дом согласованного замещения атомов [54].

Наноиндентирование нано-SiC на Si с ориентацией (011). По данным анализа 
начального сегмента НИ можно сделать вывод, что в результате синтеза по ме-
тоду согласованного замещения атомов на поверхности подложки Si(011) фор-
мируется слой более упругий и менее твердый, чем приповерхностная область 
исходного кристалла Si с ориентацией (011). Экспериментальные зависимости 
среднего контактного давления pm  в ГПа от контактной глубины погружения 
hc  в нм для SiC/Si(011) – черные квадратные точки и Si(011) – белые круглые 
точки изображены на рис. 9, a. Аппроксимация функцией (1.6) в случае SiC/
Si(011) происходит с параметром приведенного модуля упругости вблизи по-
верхности 160 ± 20 ГПа. Существенное расхождение между эксперименталь-
ными зависимостями НИ образцов SiC/Si(011) и Si(011) регистрируется при 
смещении индентора относительно исходной поверхности примерно на 70 нм, 

Рис. 8. Зависимости эффективного модуля упругости от контактной глубины погружения для 
SiC/Si(001) – a и SiC/Si(111) – b.
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что практически соответствует толщине слоя SiC, определенного с помощью 
оптической спектральной эллипсометрии. Для эффективного сравнения де-
формационных характеристик гибридной подложки SiC/Si(011) и исходной 
пластины Si(011) представим соответствующие данные НИ в виде зависимо-
стей микротвердости Hm  в ГПа от глубины погружения h  в нм. Зависимости 
Hm h( )  для SiC/Si(011) и Si(011) изображены на рис. 9, b сплошной и пунктир-
ной линиями соответственно. Отчетливо видно, что микротвердость гибридной 
структуры SiC/Si(011) меньше, чем у исходной пластины Si(011).

Анализ зависимостей микротвердости от глубины погружения для SiC/
Si(011) и исходного Si(011) показал, что на глубине погружения от 10 до 70 нм 
микротвердость SiC/Si(011) на 20% меньше, чем у исходного кристалла Si(011). 
Таким образом, полученные данные НИ показывают, что механические и де-
формационные характеристики гибридной подложки SiC/Si(011) меньше, чем 
у исходной монокристаллической пластины Si с ориентацией (011).

4. Наноиндентирование пленок AlN, GaN, AlGaN и β-Ga2O3 на SiC/Si. В по-
следнее время в сфере производства микро- и оптоэлектронных приборов 
произошла революция. Был открыт класс новых материалов, называемых ши-
рокозонными полупроводниками. Такими материалам, в частности, являются: 
нитрид алюминия, нитрид галлия, нитрид алюминия-галлия и оксид галлия. 
Электрические свойства этих материалов значительно превосходят свойства Si. 
Эти материалы обладают прямой запрещенной зоной. Это позволяет произво-
дить на их основе различные оптоэлектронные приборы, и в частности голубые 
лазеры, синие светодиоды и другие оптоэлектронные компоненты. Однако 
вырастить монокристаллы этих полупроводников – сложная проблема. Эти 
материалы тугоплавки, поэтому требуются большие затраты электроэнергии 
для их производства, а многие из этих полупроводников, например GaN, растут 
только при очень высоких давлениях в специальных автоклавах. Перечислен-
ные выше широкозонные материалы проще вырастить в виде тонких пленок на 
различных подложках, например с использованием специальных химических 
реакции. В этом случае не требуется использования очень высоких температур 
и давлений. Однако в этом случае возникает другая проблема. Для роста ши-
рокозонных полупроводников высокого кристаллического совершенства, а 

Рис. 9. Зависимости среднего контактного давления от контактной глубины погружения (a) и 
зависимости микротвердости от глубины погружения (b).
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только такие пленки и нужны промышленности, необходимо иметь подложки, 
на поверхности которых эти материалы можно было бы вырастить. Именно 
такой подложкой и является гибридная структура нано-SiC/Si, выращенная 
методом согласованного атомного замещения. Преимущества таких подложек 
заключаются в том, что, во-первых, рост, травление, резка пластин и подго-
товка поверхности Si хорошо отработаны, а метод согласованного замещения 
атомов позволяет наносить слой нано-SiC на пластины Si любого диаметра и 
ориентации. Во-вторых, материал SiC близок по структурным и термическим 
свойствам к основным широкозонным полупроводниковым материалам. Таким 
образом, гибридные подложки нано-SiC/Si хорошо подходят для выращива-
ния на их основе эпитаксиальных слоев AlN, GaN, AlGaN, β-Ga2O3 и других 
широкозонных полупроводников.

Исследование кристаллической структуры на наличие дефектов является 
важной задачей для производителей полупроводниковых устройств. Толщина 
отдельных слоев в современных приборах может составлять десятки и сотни 
нанометров, поэтому для их диагностики применяют различные высокоточные 
техники. Механические характеристики тонкопленочных кристаллических 
структур можно исследовать с помощью метода НИ. Однако исследование 
образцов со слоем тонкой пленки, а иногда и несколькими слоями методом 
НИ является нетривиальной задачей. Сложность данной задачи связана с тем, 
что ввиду малой толщины исследуемых пленок из общей реакции структуры 
на вдавливание трудно выделить полезный сигнал непосредственно от плен-
ки, поскольку существенный вклад в сигнал дает подложка. В последние годы 
были развиты новые теоретические и экспериментальные подходы и методы, 
позволяющие обойти эту проблему и вычислять модуль упругости, твердость 
и другие параметры пленки из экспериментальных данных НИ.

Наноиндентирование тонкой пленки AlN на SiC/Si. Измерения механических 
характеристик эпитаксиальной пленки AlN проводили методом НИ на слое 
AlN, который был сформирован методом ХГЭ [55, 56] на гибридной подложке 
SiC/Si. В качестве подложки для роста пленки AlN использовалась пластина 
SiC/Si, синтезированная методом согласованного замещения атомов на кри-
сталле Si с ориентацией (111). Толщина слоя SiC используемой подложки SiC/
Si составляла 140 нм, а шероховатость поверхности – 7 нм. Исследуемая пленка 
AlN имеет следующие структурные характеристики: толщина 1 мкм, шерохо-
ватость поверхности 11 нм. Эксперимент по НИ гетероструктуры AlN/SiC/Si 
осуществляли при максимальных силах вдавливания от 2 до 200 мН. Анализ 
начального этапа НИ показал, что экспериментальные зависимости описыва-
ются модернизированными соотношениями Герца (1.5) и (1.6) с параметром 
модуля упругости равным 290 ± 20 ГПа. Метод Оливера–Фарра использовался 
для анализа начального этапа разгрузки данных НИ и определения парамет
ров Heff  и Eeff  в зависимости от hc . Полученные зависимости H heff c( )  и 
E heff c( )  описывали с помощью аппроксимационных моделей (1.19), (3.1) для 
зависимости H heff c( )  и (1.21), (1.22) – для E heff c( ) .

Усредненные значения параметров эффективной твердости Heff  в ГПа и 
эффективного модуля упругости Eeff  в ГПа, рассчитанные по методу Оливера и 
Фарра в зависимости от контактной глубины погружения hc  в нм, представлены 



68	 ГРАЩЕНКО и др.

на рис. 10. Зависимость H heff c( )  аппроксимировали моделями (1.19) и (3.1) 
с использованием метода наименьших квадратов при условии, что параметр 
t = 1�мкм мкм. Для аппроксимации данных НИ использовали модель (3.1) со сте-
пенным параметром n = 1 . Метод наименьших квадратов в этом случае дает 
следующий результат: H f ГПа= 24 � ГПа, Hsub ГПа= 9 � ГПа  и α = 0 85. . Отметим, что 
α = ( )Y Y E Ef sub f sub/ /  значительно меньше, чем следовало ожидать, при-
меняя в качестве параметров подложки характеристики Si, а с другой стороны, 
совершено очевидно, что слой SiC толщиной 140 нм существенно упрочняет 
механические свойства подложки, особенно область интерфейса с пленкой AlN. 
Таким образом, вероятно, что в ситуации НИ твердой пленки, которая нанесена 
на мягкую подложку с более жестким буферным слоем, для расчета параметра ±  
в качестве параметров подложки нужно использовать характеристики буферного 
слоя или что-то среднее. Модель (1.19) максимально совпадает с эксперимен-
тальными данными при следующих параметрах: H f ГПа= 22 � , H sub а= 9 �Γ? ГПа и 
k = 68 �нм. Модели (3.1) и (1.19) с соответствующими параметрами представлены 
на рис. 10, а сплошной и пунктирной линиями соответственно. Эксперимен-
тальную зависимость E heff c( )  сопоставляли с аппроксимационными моделями 
(1.21) и (1.22). Эти модели представлены на рис. 10, b сплошной и пунктирной 
линиями соответственно. При использовании модели (1.21) эксперимен-
тальная зависимость описывается при следующих параметрах: Ef ГПа= 340 � ГПа, 
Esub ГПа= 120 �  ГПа и γ = 0 5. . В случае модели (1.22) сопоставление происходит 
при Ef ГПа= 315 � ГПа, Esub ГПа= 130 � ГПа и µ = 4 8. . Сопоставления осуществляли с 
учетом того, что толщина слоя AlN равна 1 мкм.

Таким образом, были впервые измерены механические характеристики 
пленки AlN, сформированной на гибридной структуре SiC/Si, синтезированной 
методом согласованного замещения атомов. Данные НИ показывают, что зна-
чения твердости и модуля упругости пленки AlN на SiC/Si лежат в диапазонах 
22–24 и 290–340 ГПа соответственно.

Наноиндентирование тонких пленок GaN на SiC/Si. В [14, 57] были проведе-
ны эксперименты исследования, направленные на изучение механических и 
деформационных характеристик тонких пленок GaN, выращенных на гибрид-
ных подложках SiC/Si. Измерения слоев GaN на SiC/Si осуществляли методом 

Рис. 10. Зависимости эффективных параметров твердости (a) и модуля упругости (b) от глубины 
погружения для тонкой пленки AlN на SiC/Si.
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НИ на двух кристаллических гетероструктурах: пленка GaN непосредственно 
на гибридной структуре SiC/Si и пленка GaN на SiC/Si с буферным слоем AlN 
толщиной 10 нм. Пленки GaN и буферный слой AlN формировали методом 
ХГЭ. В случае гетероструктуры GaN/SiC/Si слой GaN имеет толщину 2.1 мкм 
и покрыт ростовыми ямками. Так называемые питы (pit) – ростовые дефекты, 
образования которых связаны с особенностями роста пленок GaN на дефект
ных и несовершенных по кристаллическому качеству местах подложек. Теория 
образования питов на поверхности слоев GaN, выращенных на гибридных 
подложках SiC/Si методом ХГЭ, подробно изложена в работе [58]. Питы име-
ют шестиугольную огранку, определяемую гексагональной симметрией GaN, 
а их глубина, по данным АСМ, не превышает 700 нм. Шероховатость поверх-
ности GaN с учетом питов равна 23 нм, а в областях пленки без питов равна  
9 нм. Толщина слоя GaN, выращенного на AlN/SiC/Si, соответствует 1 мкм, а 
шероховатость поверхности равна 10 нм.

Экспериментальные зависимости F h( )  на начальном этапе вдавливания 
описываются модернизированными соотношениями Герца (1.5) и (1.6) при пара-
метрах приведенного модуля упругости вблизи поверхности 215 ± 30 и 200 ± 20 
ГПа для слоев GaN на SiC/Si и AlN/SiC/Si соответственно. Для обоих образцов с 
помощью метода Оливера–Фарра были построены зависимости средних значений 
эффективных параметров твердости и модуля упругости от контактной глубины 
погружения. Полученные зависимости были описаны аппроксимационными 
моделями (1.18), (1.19), (1.21) и (1.22), при расчетах толщины слоев GaN на SiC/Si 
и AlN/SiC/Si считали равными 2.1 и 1 мкм соответственно. Экспериментальные 
зависимости H heff c( ) , полученные при НИ гетероструктур GaN/SiC/Si и GaN/
AlN/SiC/Si, сопоставляли методом наименьших квадратов с моделями (1.18) 
и (1.19). Аппроксимация данных НИ моделью (1.18) в случае гетероструктуры 
GaN/SiC/Si дает H f ГПа= 22 � ГПа, Hsub ГПа= 5 � ГПа и α = 1 1.  , в случае пленки GaN 
на SiC/Si с буферным слоем AlN дает H f ГПа= 21� ГПа, Hsub ГПа= 9 � ГПа и α = 1 4. . 
Наилучшее сопоставление модели (1.19) с экспериментальными данными НИ 
в случае системы GaN/SiC/Si происходит при следующих параметрах модели: 
H f ГПа= 19 � ГПа, Hsub ГПа= 4 � ГПа и k = 120 �нм. В случае гетероструктуры GaN/AlN/
SiC/Si наилучшая аппроксимация данных НИ моделью (1.19) происходит при 
H f ГПа= 20 � ГПа, Hsub ГПа= 9 �  ГПа  и k = 190 �нм. Данные НИ гетероструктур GaN/SiC/
Si и GaN/AlN/SiC/Si, преобразованные в зависимости E heff c( ) �), аппроксими-
ровали моделями (1.21) и (1.22). Аппроксимация экспериментальной моделью 
(1.21) данных НИ гетероструктуры GaN/SiC/Si показывает, что сопоставление 
происходит при следующих параметрах модели: Ef ГПа= 320 � ГПа, Esub ГПа= 50 � ГПа 
и γ = 0 57. . В случае экспериментальных данных НИ системы GaN/AlN/SiC/
Si наилучшая аппроксимация происходит при Ef ГПа= 330 � , Esub ГПа= 130 � ГПа и 
γ = 0 84. . Сопоставление экспериментальной зависимости E heff c( ) гетерострук-
туры GaN/SiC/Si моделью (1.22) происходит при Ef ГПа= 310 � ГПа, Esub ГПа= 32 � ГПа 
и µ = 6 2. . В случае гетероструктуры GaN/AlN/SiC/Si наилучшая аппроксимация 
экспериментальной зависимости E heff c( )  происходит при следующих пара-
метрах модели (1.22): Ef ГПа= 270 � ГПа, Esub ГПа= 130 � ГПа и µ = 1 8. . Используемые 
модели позволяют достаточно точно определить средние значения параметров 
твердости и модуля упругости слоев GaN, однако параметры α, k, γ  и в случае 
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пленок GaN на SiC/Si с буферным слоем AlN и без него существенно отлича-
ются. Отличие этих параметров на экспериментальных зависимостях прояв-
ляется как более быстрое уменьшение эффективных параметров твердости и 
модуля упругости с увеличением глубины погружения в случае гетероструктуры 
GaN/SiC/Si. На рис. 11 изображены экспериментальные зависимости средних 
значений эффективных параметров твердости Heff  и модуля упругости Eeff , 
измеряемых в ГПа от отношения контактной глубины погружения hc  к толщине 
t  слоя GaN. Экспериментальные данные НИ пленки GaN на SiC/Si на рис. 11 
изображены черными квадратными точками, а гетероструктуры GaN/AlN/SiC/
Si – белыми круглыми точками. 

Такое отличие эффективных параметров твердости и модуля упругости не-
свойственно для тонких пленок одного вещества с разной толщиной [59, 60]. 
Существенное различие между экспериментальными зависимостями связано 
в основном с наличием питов в одной из пленок GaN, что является причиной 
увеличения скорости деформации при погружении индентора в материал. В 
работах [61, 62] было проведено многомасштабное моделирование с исполь-
зованием метода квазиконтинуума процесса НИ объекта с дефектом в виде 
поверхностной ямки и показано, что наличие такого рода дефекта влияет на 
предел текучести и эффект задержки зарождения дислокаций. В исследовании, 
представленном в настоящем обзоре, экспериментально показано, что ямы в 
пленке существенно влияют на деформацию системы. С одной стороны, на 
начальном этапе вдавливания ямы ограничивают движение дислокаций, оста-
навливая их на границе материала с дефектом, что проявляется в увеличении 
параметра модуля упругости вблизи поверхности. С другой стороны, после 
разрушения границы материала с дефектом ямы являются дополнительными 
источниками пластической деформации. Это приводит к увеличению контакт-
ной площади при НИ и уменьшению параметров твердости и модуля упругости. 
Отметим, что частичное отличие эффективных параметров твердости и модуля 
упругости гетероструктур GaN/SiC/Si и GaN/AlN/SiC/Si может быть связано с 
механическими характеристиками пористой структуры под слоем SiC.

Рис. 11. Зависимости средних значений эффективных параметров твердости (a) и модуля упру-
гости (b) от отношения контактной глубины погружения hc  к толщине t  слоя GaN для тонких 
пленок GaN на гибридной подложке SiC/Si с буферным слоем AlN и без него.
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Области гетероструктуры GaN/AlN/SiC/Si, в которых осуществлялось НИ, 
были исследованы методом рамановской спектроскопии. С помощью микро-
рамановской техники были сняты карты спектров вокруг следов от НИ. Рама-
новский спектр вдали от зоны, в которой проходило НИ, и в центре отпечатка, 
который остался после вдавливания. С помощью анализа спектров была по-
лучена информация о распределении остаточной после НИ деформации как 
пленки GaN, так и подложки Si. Линии GaN (567 см-1) и Si (520 см-1) [63] были 
аппроксимированы функцией Гаусса, и рамановские карты построены по их 
абсолютному положению на спектре (рис.12). Интенсивность линии позволяет 
оценить количество рассеивающих центров, ее положение коррелирует с ло-
кальными механическими напряжениями [63].

Таким образом, был предложен экспериментальный метод визуализации 
остаточной деформации после НИ или других механических воздействий. 

Наноиндентирование тонких пленок AlGaN на нано-SiC/Si. В работе [64] 
были проведены экспериментальные исследования механических и структур-
ных характеристик тонких пленок соединения AlGaN, сформированных на 
гибридных подложках SiC/Si. В качестве подложек для роста слоев AlGaN ис-
пользовали пластины Si с ориентациями (001), (011) и (111), на которых были 
синтезированы методом согласованного замещения атомов слои SiC толщи-
ной 3 нм. В случае подложки Si с ориентацией (001) кристалл был отклонен от 
базового направления на 4° к направлению (111). Шероховатость поверхности 
подложек SiC/Si была исследована методом оптической профилометрии. По 
экспериментальным данным среднеквадратичная шероховатость поверхности 
слоев нано-SiC на площади 140 мкм2 составила 0.4 ± 0.1 нм. Рост пленок AlGaN 
осуществляли на двух типах подложки: непосредственно на нано-SiC на Si и на 
буферном слое AlN, предварительно выращенном на гибридной структуре SiC/
Si. Пленки AlGaN и буферные слои AlN выращивали методом ХГЭ. В случае 
пленок AlGaN, выращенных непосредственно на гибридных подложках SiC/Si, 
толщина слоя AlGaN равна 6–9 мкм. Толщина пленок AlGaN на AlN/SiC/Si и 
буферных слоях AlN составляла 3–5 мкм и 2–3 мкм соответственно.

Морфология поверхности исследуемых пленок AlGaN по данным АСМ су-
щественно различается в зависимости от ориентации кристаллов Si. В случае 
пленок AlGaN, выращенных на подложках Si с ориентацией (001), поверхность 

Рис. 12. Рамановские карты области НИ по положению линий нитрида галлия (567 см–1) – a 
и кремния (520 см–1) – b.
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имеет пилообразный профиль и состоит из кластеров в виде хребтов. Среднеквад
ратичная шероховатость поверхности пленок AlGaN на подложке SiC/Si(001) и 
на гетероструктуре AlN/SiC/Si(001) равна 810 и 680 нм соответственно. Боковые 
плоскости гребнеподобных структурных элементов в случае гетероструктуры 
AlGaN/SiC/Si(001) наклонены на 45 ± 5° и 20 ± 3° относительно общей пло-
скости поверхности образца, тогда как для слоя AlGaN на AlN/SiC/Si(001) они 
наклонены на 40 ± 5° и 25 ± 2°. Высота гребнеподобных кластеров AlGaN на 
SiC/Si(001) и AlN/SiC/Si(001) составляет 2–4 мкм и 1–3 мкм соответственно. 
Таким образом, в случае роста пленок AlGaN на SiC/Si(001) использование бу-
ферного слоя AlN приводит к изменению характерных размеров и ориентации 
кристаллических структурных элементов поверхности.

Поверхность пленок AlGaN, выращенных на подложках Si с ориентацией 
(011), имеет мозаичную структуру с выраженными ступенями. По данным АСМ, 
структура поверхности пленок AlGaN, сформированных на гибридной под-
ложке SiC/Si(011), представляет собой гладкие террасы площадью до 20 мкм2 
с резкими наклонами по краям. Террасы занимают 70 и 55% от общей площади 
АСМ изображения пленок AlGaN на SiC/Si(011) и на AlN/SiC/Si(011) соответ-
ственно. Наклон террас и откосов относительно общей плоскости поверхности 
образца в случае слоя AlGaN на SiC/Si(011) составляет 5 ± 1° и 25 ± 5° соответ-
ственно. Высота склонов структуры поверхности AlGaN/SiC/Si(011) состав-
ляет 2.0 ± 0.3 мкм. Наклон террас и откосов относительно общей плоскости 
поверхности образца в случае AlGaN/AlN/SiC/Si(011) составляет 5.3 ± 0.2° и 
28 ± 5° соответственно. Высота ступеней, то есть расстояние от нижней точки 
склона до плоскости террасы, у гетероструктур AlGaN/SiC/Si(011) и AlGaN/
AlN/SiC/Si(011) отличается и составляет 1–2 и 2–5 мкм. Среднеквадратичная 
шероховатость пленок AlGaN, сформированных на подложках SiC/Si(011) и 
AlN/SiC/Si(011), составляет 480 и 700 нм соответственно, то есть, в отличие от 
подложек SiC/Si(001) и AlN/SiC/Si(001), предварительно выращенный слой 
AlN привел к увеличению шероховатости.

Анализ АСМ-изображений слоев AlGaN, выращенных на структурах SiC/
Si(111) и AlN/SiC/Si(111), показал, что поверхность в процесс роста сформи-
ровалась в виде холмов. Согласно данным АСМ, холмики имеют округлую 
форму. Поверхность пленки AlGaN на нано-SiC/Si покрыта холмообразными 
кластерами с диаметром основания 10–30 мкм и высотой 200–400 нм. В случае 
гетероструктуры AlGaN/AlN/SiC/Si холмообразная структура имеет диаметр 
основания 20–50 мкм и высоту 300–500 нм. Среднеквадратичная шероховатость 
поверхности пленок AlGaN в обоих случаях составляет 60 нм. Наклон боковых 
склонов поверхности слоя AlGaN на нано-SiC/Si относительно общей плоскости 
образца составляет 1.5 ± 0.5°. Наклон боковых склонов холмистой структуры 
слоев AlGaN на AlN/SiC/Si относительно общей плоскости образца составляет 
от 2.0 ± 0.5°. В пленках AlGaN на нано-SiC/Si(111) обнаружены дефекты роста 
в виде ростовых ям (питов), образование которых связано с особенностями 
роста пленок AlGaN на дефектных и неидеальных по кристаллическому каче-
ству местах гибридных подложек SiC/Si.

Эксперимент по НИ проводили при максимальных силах вдавливания 5, 10, 
15 и 20 мН. В случае пленок AlGaN, сформированных на гибридной подложке 
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SiC/Si(001) и на гетероструктуре AlN/SiC/Si(001), данные НИ можно по наклону 
кривых нагрузки и разгрузки разделить на два типа. Анализ начального этапа 
вдавливания соотношением (1.5) показал, что параметр E 'sur  равен 150 ± 50 и 
195 ± 60 ГПа для слоев AlGaN на SiC/Si(001) и на AlN/SiC/Si(001) соответствен-
но. В случае НИ образца AlGaN/SiC/Si(001) метод Оливера–Фарра показывает, 
что условный 1 тип данных можно охарактеризовать параметрами твердости 
и приведенного модуля упругости 12.0 ± 1.0 и 260 ± 50 ГПа соответственно. 
Для 2 типа данных НИ гетероструктуры AlGaN/SiC/Si(001) параметры твер-
дости и приведенного модуля упругости соответствуют значениям 15.7 ± 2.9 и 
340 ± 40 ГПа соответственно. В случае анализа методом Оливера–Фарра кривых 
НИ AlGaN/AlN/SiC/Si(001) 1 тип данных соответствует твердости 12.5 ± 2.6 ГПа 
и приведенному модулю упругости 240 ± 45 ГПа, а 2 тип данных характеризу-
ется твердостью 19 ± 4.6 ГПа и приведенным модулем упругости 330 ± 70 ГПа. 
Анализ данных НИ образца AlGaN/SiC/Si(011) показал, что экспериментальные 
зависимости на начальном этапе вдавливания можно охарактеризовать при-
веденным модулем упругости вблизи поверхности, равным 190 ± 50 ГПа. При 
этом параметры твердости и приведенного модуля упругости, рассчитанные 
методом Оливера–Фарра на контактных глубинах погружения от 130 до 270 нм, 
равны 12.2 ± 1.2 ГПа и 300 ± 40 ГПа соответственно. В случае гетерострукту-
ры AlGaN/AlN/SiC/Si(011) E 'sur  равен 100 ± 10 ГПа, а значения твердости и 
приведенного модуля упругости на контактной глубине погружения индентора 
от 140 до 260 нм равны 11.8 ± 1.3 ГПа и 260 ± 40 ГПа соответственно. В случае 
измерения пленок AlGaN, сформированных на гибридной подложке SiC/Si(111) 
и гетероструктуре AlN/SiC/Si(111), экспериментальные кривые на начальном 
этапе нагружения соответствуют параметру E 'sur  310 ± 40 и 160 ± 15 ГПа соот-
ветственно. Анализ данных НИ с контактной глубиной погружения 100–230 нм 
методом Оливера–Фарра показал, что у пленки AlGaN на гибридной подложке 
SiC/Si(111) твердость равна 18.0 ± 3.6 ГПа, а приведенный модуль упругости 
300 ± 40 ГПа. В случае гетероструктуры AlGaN/AlN/SiC/Si(111) параметры 
твердости и приведенного модуля упругости в интервале контактных глубин 
погружения от 120 до 240 нм равны 14.1 ± 1.3 и 290 ± 30 ГПа соответственно.

В работе [65] было обнаружено явление самоорганизации при росте пленок 
AlGaN на гибридных подложках нано-SiC/Si. Результаты исследования показали, 
что процесс роста слоя AlGaN из паровой фазы, содержащей 50% молярный 
состав по Ga и Al, на подложке SiC/Si(111) происходит в несколько этапов, 
причем рост слоев AlGaN непосредственно на гибридной структуре SiC/Si и на 
буферном слое AlN, предварительно сформированном на SiC/Si, различается. 
В случае AlGaN/SiC/Si первые несколько нанометров пленки содержат AlN, 
затем начинается формирование слоев AlGaN с низким содержанием Al (око-
ло 20%). По достижении толщины порядка 1.7 мкм начинает расти прослойка 
AlGaN толщиной порядка 90−100 нм, имеющая состав, близкий к стехиомет
рическому. Далее растет только GaN с содержанием Ga, близким к 85−95% в 
атомных процентах. На поверхности вновь происходит уменьшение содержания 
Ga в слое и повышение содержания Al. Распределение концентрации Al и Ga 
по толщине слоя образца AlGaN/AlN/SiC/Si(111) несколько иное. Начинается 
рост слоя практически с роста чистого GaN, а AlGaN не осаждается. Затем, по 
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достижению, толщины порядка 2.6 мкм, начинается рост прослойки AlGaN, в 
которой примерно 25−30% Al, толщиной порядка 90−100 нм. После этого рас-
тет слой только GaN с содержанием Ga, близким к стехиометрическому. Об-
разование прослойки с повышенным содержанием Al на поверхности данного 
образца обнаружено не было. По данным наноиндентирования [66, 67] AlN и 
GaN, приведенный модуль упругости этих материалов оказался равным 320 и  
295 ГПа соответственно. Используя закон Вегарда и значения модулей упругости 
AlN и GaN из [66, 67], можно оценить концентрации Al и Ga в верхней части 
слоя пленок AlGaN, сформированных на гибридных подложках нано-SiC/Si 
с буферным слоем AlN и без него. В случае пленок AlGaN на нано-SiC/Si при-
веденный модуль упругости в среднем равен 300 ГПа для всех структур, что по 
закону Вегарда соответствует приведенному модулю упругости твердого раствора 
Al0.2Ga0.8N. Средние значения приведенного модуля упругости пленок AlGaN 
на AlN/SiC на Si с ориентацией (001), (011) и (111) равны 295, 260 и 290 ГПа 
соответственно, что практически совпадает с параметром приведенного модуля 
упругости GaN. Таким образом, результаты наноиндентирования согласуются 
с данными работы [65].

Наноиндентирование тонких пленок Ga2O3 на SiC/Si. В случае β-Ga2O3 механи-
ческие свойства исследовались в основном у тонких пленок, сформированных 
на основе кристаллов сапфира, и у объемных кристаллов этого широкозонного 
соединения [68, 69]. Экспериментальные исследования механических харак-
теристик тонких пленок β-Ga2O3, сформированных на гибридных подложках 
SiC/Si, были впервые проведены в работах [70, 71]. В этих исследованиях НИ 
осуществляли в пленки β-Ga2O3 толщиной 5, 2.5 и 1.5 мкм, выращенных мето-
дом ХГЭ на нано-SiC, синтезированном на Si с ориентациями (001), (011) и (111) 
соответственно. Морфология поверхности слоев β-Ga2O3 в этих трех образцах 
различается. Шероховатость поверхности исследуемых образцов равна 0.6, 0.3 
и 0.7 мкм для структур β-Ga2O3/SiC на Si с ориентациями поверхностей (001), 
(011) и (111) соответственно. Анализ начальной части кривых НИ показал, что 
наклон соответствует соотношениям Герца с параметром приведенного мо-
дуля упругости вблизи поверхности равным 200 ± 20, 120 ± 20 и 170 ± 20 ГПа 
для пленок β-Ga2O3, выращенных на гибридных подложках SiC/Si(001), SiC/
Si(011) и SiC/Si(111) соответственно. Небольшое значение приведенного мо-
дуля упругости вблизи поверхности пленки β-Ga2O3 на подложке SiC/Si(011), 
скорее всего, связано с поверхностной энергией лицевой плоскости пленки, 
как это показано в исследованиях упругих свойств SiC с C- и Si-полярными 
гранями. Так можно считать, поскольку при дальнейшем НИ кривая разгрузки 
резко меняет свой угол, что свидетельствует о увеличении модуля упругости 
исследуемой структуры. Анализ наклона начального этапа разгрузки методом 
Оливера–Фарра в случае слоя β-Ga2O3 на гибридной структуре SiC/Si(001) 
дает H = ±11 1�ГПа ГПа, E = ±215 15 �ГПа, ГПа в случае пленки β-Ga2O3 на SiC/Si(011) 
расчеты показывают, что H = ±10 2 �ГПа ГПа, E = ±185 25 �ГПа ГПа, а для пленки 
β-Ga2O3 на Si(111)/SiC данные НИ соответствуют следующим параметрам: 
H = ±9 2 �ГПа ГПа, E = ±120 15 �ГПа ГПа. Следует отметить, что для расчета модуля 
упругости исследуемых образцов был взят усредненный по методу Хилла [72] 
коэффициент Пуассона для поликристаллического β-Ga2O3, значение которого 
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составило 0.31. Использование усредненного коэффициент Пуассона обуслов-
лено анизотропией кристалла β-Ga2O3. 

Для сопоставления полученных экспериментальных данных с теоретиче-
скими упругие свойства кристалла β-Ga2O3 были промоделированы методами 
квантовой химии [73]. Прежде всего, необходимо отметить, что β-Ga2O3 обладает 
моноклинной C2/m-симметрией, что означает, что упругие свойства по осям 
x, y, z будут различными. В случае моноклинной симметрии из 36 элементов 
тензора имеются лишь 13 различных ненулевых элементов. Вычисление тензора 
упругости проводилось методом функционала плотности в базисе плоских волн 
с использованием приближения псевдопотенциалов. Для этого использовался 
код Quantum Espresso [74]. Обменно-корреляционные эффекты вычислялись 
в рамках градиентного функционала PBESOL [75]. Для расчетов использова-
лись наиболее точные нормосохраняющие псевдопотенциалы, приводящие 
к погрешности порядка 0.3 мэВ/атом. Энергия обрезания плоских волн со-
ставляла 75  хартри. В обратном пространстве использовалась сетка по схеме 
Монхорста–Пака из 7 7 4× ×  точек, отвечающая расстоянию между точками 
0 051. /� Å . Результаты расчетов таковы:
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где все компоненты выражены в ГПа, причем c15 , c25  оказались равными 0. 
Компоненты данного тензора не сильно отличаются от результатов расчета в 
рамках приближения локальной плотности с использованием присоединенных 
плоских волн [76]. Отсюда могут быть вычислены зависимости от направления 
модуля Юнга EY( ), коэффициента Пуассона, модуля сдвига G( )  и других 
упругих характеристик β-Ga2O3. В частности, модули Юнга по направлениям 
(100), (010), (001) равны соответственно EY x ГПа( ) = 138 �  ГПа, EY y ГПа( ) = 263 �  ГПа, 
EY z ГПа( ) = 228 � , а коэффициенты Пуассона равны υ υxy xz= =0 30 0 37. , . ,  
υyx = 0 57. ,  υyz = −0 02. ,  υzx = 0 61. ,  υzy = −0 01. . С помощью инструмента 
для анализа тензоров упругой жесткости второго порядка реализованным и 
представленным в работе [77] были рассчитаны основные упругопластические 
характеристики β-Ga2O3. Автономным онлайн-приложением ELATE были 
визуализированы анизотропные механические свойства β-Ga2O3, а именно, 
модуль Юнга (рис. 13, a), коэффициент линейной сжимаемости (рис. 13, b), 
коэффициент Пуассона (рис. 13, c), модуль сдвига (рис. 13, d).

Усреднение по методу Хилла [72] дает следующие результаты для поликристалла 
β-Ga2O3: объемный модуль B = 171�ГПа ГПа, модуль сдвига G = 73 �ГПа ГПа , модуль Юнга 
EY ГПа= 192 � ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.31. Именно это значение коэффициента 
Пуассона использовалось при обработке данных НИ. Твердость можно определить 
косвенно, зная предел прочности Ã, а предел прочности можно оценить, рассчитав 
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методами квантовой химии зависимость напряжение–деформация. Моноклин-
ная симметрия означает очень сложную зависимость как предела прочности, так 
и твердости от направления. Поэтому в настоящей работе моделировалась дефор-
мация лишь в направлении <100>, так как именно в этом направлении модуль 
Юнга наименьший по сравнению с <010> и <001>. По заданной деформации ме-
тодом функционала плотности вычислялся модуль напряжения в кристалле. Ис-
пользовались те же самые приближения, что и при расчете тензора упругости, т.е. 
функционал PBESOL [75], энергия обрезания плоских волн 60 �Ha  сетка по схеме 
Монхорста–Пака из 7 7 4× ×  точек. Предел прочности β-Ga2O3 в направлении 
<100> σx  оценивается как точка максимума этой кривой, т.е. σx = 27 � ГПа. Тог-
да по классической изотропной модели расширяющейся полости, предложенной 
Джонсоном [78], можно оценить твердость кристалла H :
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Рис. 13. Характеристики β-Ga2O3, рассчитанные по тензору упругости (4.1): a) поверхность мо-
дуля Юнга; b) поверхность линейной сжимаемости; c) поверхности наибольшего возможного 
и наименьшего возможного значений коэффициента Пуассона; d) поверхности наибольшего 
возможного и наименьшего возможного значений модуля сдвига.
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где EY  – модуль Юнга, θ  – половина угла индентора. Учитывая, что в направ-
лении <100> Ex ГПа= 138 � ГПа, из формулы (4.2) получим H ≈ 10 7. �ГПа ГПа. Оценить 
твердость в других направлениях по изотропной формуле (4.2) невозможно, так 
как маленький модуль Юнга EY x( )  будет искажать деформацию в направлениях, 
где модуль Юнга больше.

Таким образом, в этом исследовании был впервые проведен анализ упруго-
пластических свойств пленок β-Ga2O3, выращенных на различных гибридных 
подложках SiC/Si(001), SiC/Si(011) и SiC/Si(111) с использованием метода 
НИ. Было обнаружено, что пленка β-Ga2O3 на подложке Si(001)/SiC облада-
ет наибольшей жесткостью, в то время как на гибридной подложке Si(111)/
SiC – наименьшей жесткостью. Моделирование упругих свойств β-Ga2O3 с 
применением методов квантовой химии показало их сильную анизотропию. 
Кроме того, коэффициент Пуассона оксида галлия оказался сильно зависи-
мым от направления, а в некоторых случаях он принимает нулевые или даже 
небольшие отрицательные значения, что указывает на то, что данный материал 
является близким к ауксетикам. Эти результаты подтверждают перспективность 
данного материала и свидетельствуют о том, что упругопластические свойства 
пленок β-Ga2O3, выращенных на подложках Si c буферным слоем SiC, примерно 
соответствуют свойствам объемных кристаллов.

Заключение. В обзоре впервые проведен систематический анализ резуль-
татов экспериментальных исследований деформационных и механических 
характеристик кристаллов SiC, Si, кристаллических гибридных структур SiC/
Si, синтезированных методом согласованного замещения атомов и пленок AlN, 
GaN, AlGaN и β-Ga2O3, сформированных на гибридных подложках SiC/Si ме-
тодом ХГЭ. Основные механические характеристики исследуемых кристаллов и 
тонких пленок, определенные из анализа данных НИ, представлены в таблице.

Приводится анализ уникальных экспериментальных данных по деформаци-
онным и механическим свойствам поверхностных слоев граней C и Si толщиной 
несколько десятков нанометров гексагональных кристаллов SiC. Приведено 
подробное описание новой аппроксимационной модели, позволяющей адек-
ватно описывать деформационные свойства наномасштабных двухслойных 
пленок, включая жесткие пленки на мягких подложках, и с определенной 
степенью точности по экспериментальным данным определять не только ми-
кротвердость пленки и подложки, но и толщину пленки. Впервые на примере 
пленок SiC на Si продемонстрировано, что метод НИ может быть использован 
для анализа деформационных характеристик не только пленок микронной тол-
щины, но и пленок толщиной в несколько десятков нанометров. Приведены 
экспериментальные значения модуля упругости и твердости наномасштабных 
слоев SiC, сформированных методом согласованного замещения атомов вну-
три матрицы Si для трех основных кристаллических плоскостей, а именно для 
(100), (110) и (111). Приведены экспериментальные значения упругих модулей и 
характеристик (модуля упругости, твердости, прочности) поверхностных слоев
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Таблица. Механические и деформационные параметры исследуемых 
кристаллов и тонких пленок на гибридных подложках SiC/Si, определенные 
методом наноиндентирования

Образцы H ГПа, � E ГПа, � E ГПа' , .sur � � 1 5( )
4H-SiC C-грань 26 ± 1 (1.10) 320 ± 10 (1.11) 400 ± 20
4H-SiC Si-грань 26 ± 1 (1.10) 320 ± 10 (1.11) 170 ± 10

Si(001) 13.1 ± 0.8 (1.10) 175 ± 7 (1.11) 170 ± 10
Si(011) 13.7 ± 0.6 (1.10) 185 ± 4 (1.11) 180 ± 10
Si(111) 11.8 ± 0.6 (1.10) 164 ± 5 (1.11) 110 ± 10

SiC/Si(001) 30 ± 12 (1.10)  
39 ± 3 (1.12)

370 (1.21)  
315 (1.22) 400 ± 40

SiC/Si(011) – – 160 ± 10

SiC/Si(111) 30 ± 9 (1.10) 
42 ± 5 (1.12)

330 (1.21) 
295 (1.22) 350 ± 30

AlN/SiC/Si(111) 24 (1.18) 
22 (1.19)

340 (1.21) 
315 (1.22) 290 ± 20

AlGaN/SiC/Si(001) 15 ± 4 (1.10) 300 ± 100 (1.11) 150 ± 50
AlGaN/SiC/Si(011) 12 ± 1 (1.10) 300 ± 40 (1.11) 190 ± 50
AlGaN/SiC/Si(111) 18 ± 4 (1.10) 300 ± 40 (1.11) 310 ± 40
AlGaN/AlN/SiC/

Si(001) 17 ± 7 (1.10) 295 ± 85 (1.11) 195 ± 60

AlGaN/AlN/SiC/
Si(011) 12 ± 1 (1.10) 260 ± 40 (1.11) 100 ± 10

AlGaN/AlN/SiC/
Si(111) 14 ± 1 (1.10) 290 ± 30 (1.11) 160 ± 15

GaN/SiC/Si(111) 22 (1.18)  
19 (1.19)

320 (1.21) 
310 (1.22) 215 ± 30

GaN/AlN/SiC/
Si(111)

21 (1.18) 
20 (1.19)

330 (1.21) 
270 (1.22) 200 ± 20

β-Ga2O3/SiC/
Si(001) 11 ± 1 (1.10) 215 ± 15 (1.11) 200 ± 20

β-Ga2O3/SiC/
Si(011) 10 ± 2 (1.10) 185 ± 25 (1.11) 120 ± 20

β-Ga2O3/SiC/
Si(111) 9 ± 2 (1.10) 120 ± 15 (1.11) 170 ± 20

полупроводниковых гетероструктур AlN/SiC/Si, AlGaN/SiC/Si, AlGaN/AlN/SiC/
Si, GaN/SiC/Si и GaN/AlN/SiC/Si, выращенных на гибридных подложках SiC/Si. 
Подробно описана новая методика, позволяющая визуализировать остаточные 
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механические напряжения в прозрачном и полупрозрачном кристалле вокруг 
отпечатка, сформированного в процессе НИ. Приводится описание экспери-
ментальных данных о структуре и упругопластических свойствах слоев нового 
материала β-Ga2O3, сформированных на слоях SiC, выращенных на поверх-
ностях Si ориентаций (100), (110) и (111). Обнаружено, что кристалл β-Ga2O3 
является ауксетиком, поскольку при некоторых направлениях растяжения его 
коэффициент Пуассона принимает отрицательные значения.
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NANOINDENTATION OF NANO-SIC/SI HYBRID CRYSTALS  
AND ALN, ALGAN, GAN, GA2O3 THIN FILMS ON NANO-SIC/SI

A. S. Grashchenkoa, *, S.A. Kukushkina, * *, A.V. Osipov a

aInstitute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy  
of Sciences, St. Petersburg, Russia
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Abstract – The review presents systematization and analysis of experimental data 
on nanoindentation (NI) of a whole class of new materials – wide-gap AlN, GaN, 
AlGaN and β-Ga2O3 heterostructures formed on a hybrid substrate of a new SiC/
Si type, which were synthesized by the method of coordinated atom substitution. 
The deformational and mechanical properties of the investigated materials are 
described in detail. The methodology of the NI is described, and both advantages 
and disadvantages of the NI method were analyzed. The description of the apparatus 
to conduct the experiments on NI was given. The basic provisions of a new model 
for describing the deformation properties of a nanoscale rigid two-layer structure on 
a porous elastic base were proposed. The original method of visualization of residual 
(after mechanical interaction) deformation in transparent and translucent materials 
was described. Experimentally determined values of elastic moduli and hardness 
of SiC nanoscale layers on Si formed by the method of coordinated substitution 
on three main crystal planes of Si, namely (100), (110) and (111), and elastic 
moduli and characteristics (elastic modulus, hardness, strength) of surface layers of 
semiconductor heterostructures AlN/SiC/Si, AlGaN/SiC/Si, AlGaN/AlN/SiC/Si, 
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GaN/SiC/Si and GaN/AlN/SiC/Si grown on SiC/Si hybrid substrates. The unique 
mechanical properties of a new material β-Ga2O3 formed on SiC layers grown on Si 
surfaces of orientations (100), (110) and (111) were described.

Keywords: nanoindentation, thin films, heterostructures, wide-gap semiconductors, 
silicon carbide, SiC/Si, AlN, GaN, AlGaN, Ga2O3, hardness, modulus of elasticity
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Недавнее землетрясение в районе Кахраманмарас (Kahramanmaraş) 
06.02.2023 на территории Турции и Сирии имело магнитуду Mw 7.8, его ин-
тенсивность в некоторых районах Турции достигала XI баллов по модифи-
цированной шкале Меркалли. Землетрясение вызвало катастрофические 
последствия, приведшие к гибели более 52 800 человек, а также многочис-
ленные разрушения объектов инфраструктуры. В статье анализируются 
последствия появления в сейсмограмме землетрясения необычайно силь-
ного дельта-импульса, ассоциируемого с приходом горизонтально поля-
ризованной S-волны. Обсуждаются вопросы создания систем сейсмиче-
ской защиты от дельтаобразных импульсов высокой интенсивности. 
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1. Введение. Недавнее землетрясение (06.02.2023) магнитудой Mw 7.8 и по-
следующие сильные афтершоки магнитудой Mw 7.5, произошедшие в районе 
Кахраманмарас (Kahramanmaraş) в Турции и близких к ней регионах Сирии, 
имели относительно неглубокий гипоцентр, расположенный в осадочных 
слоях земной коры, примерно на 10 000 м ниже уровня океана [1, 2]. Оцен-
ка интенсивности землетрясения в городах Газиантеп и Килис составила  
XI баллов по модифицированной шкале Меркалли [3, 4]. В настоящее время 
афтершоки продолжаются и, вероятно, будут продолжаться еще около года 
после главного толчка [3].

Анализ сейсмограмм, записанных на разных станциях, показывает на-
личие значительного горизонтально-поляризованного дельтаобразного им-
пульса, имевшего место во временном интервале 01:20–01:22 (рис. 1, a). Это 
связано с приходом пика горизонтально поляризованной S-волны большой 
интенсивности и малой длительности. По оценкам авторов, длительность 
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пиковых импульсов составляет ~100 мс. Рассмотрение этой сейсмограммы в 
лучшем разрешении показывает, что два пика на самом деле состоят из двух 
дельтаобразных импульсов почти одинаковой амплитуды и длительности, как 
показано на рис. 1, b. Отметим, что разрешение сейсмограммы ограничено 
временем дискретизации порядка 50 мс [5, 6].

Аналогичные чрезвычайно большие импульсы малой продолжительности 
также были зарегистрированы при некоторых сильных землетрясениях, вы-
звавших большие человеческие жертвы и серьезные разрушения, например 
землетрясение в Кобе магнитудой 6.9 произошло 17 января 1995 г. [7]; рис. 2. 

Иногда большие пики имеют место при появлении волн Рэлея, Рэлея–Лэмба 
или горизонтально поляризованных волн Лява большой интенсивности [8, 9]; см. 
сейсмограмму землетрясения в Гаити магнитудой Mw 7.0 от 12.01.2010 г.; рис. 3.

Рис. 1. a) горизонтальная компонента сейсмограммы главного толчка в 01:17 по Гринвичу, 
измерения на станции IU ANTO, Анкара, Турция, расположенной в 235 км от эпицентра; b) 
дельтаподобный импульс, соответствующий первым двум самым большим пикам, каждый 
длительностью примерно 100 мс.

Рис. 2. Сейсмограмма землетрясения в Кобе, произошедшего 17 января 1995 г. [7].
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Следует отметить, что более распространенной является ситуация, когда 
записанные сейсмограммы не содержат импульсов столь большой величины и 
малой длительности; образец такой сейсмограммы приведен на рис. 4. 

2. Спектр треугольного импульса. Рассмотрим интегральное преобразование 
Фурье одиночного треугольного импульса, показанного на рис. 1, b.

	 f f t i t dt
T

T
~( ) ( )exp )ω ω= −( )

−
∫ ,	 (2.1)

где ω  – круговая частота колебаний; f t( )  – это функция, интегрируемая во 
временной области: supp =[ ;f T T− ]
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Рис. 3. Большая интенсивность и малая длительность пиков связаны с приходом поверхностных 
волн Рэлея магнитудой Mw 7.0; землетрясение в Гаити 12.01.2010 [10].

Рис. 4. Типичная сейсмограмма; землетрясение вблизи острова Северная земля, произошедшее 
19 апреля 1997 [11]; красной линией отмечено начало прихода S-волн.
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В уравнении (2.2) p  – амплитудный множитель. Здесь импульс сдвинут на 
T по оси времени, чтобы избежать асимметрии, что обеспечивает отсутствие 
мнимой части в спектре Фурье.	Применение преобразования   к функции  дает 
соответствующую спектральную функцию Фурье [12]:

	 f pT
T~( )ω

ω
= ⋅ 






sinc2

2
,	 (2.3)

где
	 sinc t

t
t

( ) =
sin .	 (2.4)

Ввиду уравнения  графики для соответствующих спектров Фурье будут вы-
глядеть следующим образом – см. рис. 5.

Графики на рис. 5 четко указывают на существенные максимумы на нуле-
вой частоте. 

3. АЧХ для типового сейсмоизолирующего устройства. Предположим, что 
здание оборудовано сейсмоизолирующим устройством, соответствующим 
модели Кельвина–Фойгта или более сложной модели Ценера, известной так-
же как стандартная вязкоупругая модель [13, 14]; см. рис. 6, a, b. Основные 
уравнения для моделей Кельвина–Фойгта и Ценера могут быть представлены 
в форме Коши [15]:
	 d
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где для модели Кельвина–Фойгта
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Рис. 5. Спектры Фурье дельта-подобных импульсов при разных T.
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Здесь x t( )  – перемещение массы; v t x t( ) ( )=  ; η  – вязкость демпфера; 
k  – жесткость пружины; m  – масса; U0  – амплитуда внешней нагрузки. Отметим, 
что G  – полустабильная матрица [15]. Для модели Ценера со вспомогательной 
пружиной соответствующие параметры будут выглядеть следующим образом
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где x t v t1 1( ), ( )  – отклонение и скорость массы; x t2( ) > – отклонение вспомога-
тельной пруин; ′k  – жесткость вспомогательной пружины. Решение уравнения  
при разных частотах возбуждения дает амплитудно-частотную характеристику 
(АЧХ); типичная АЧХ для модели Ценера показана на рис. 6, c.

График на рис. 6, c наглядно свидетельствует о том, что типичный сейсмо
изолятор идеально подходит для демпфирования относительно высоких частот 
( ω > 1 ), но генерирует значительное усиление сигнала в меньшем диапазоне 
частот ( ω < 1), точнее, там, где дельта-подобный импульс достигает максимума; 
см. рис. 4. Таким образом, рассматриваемые сейсмоизолирующие устройства 
становятся не только бесполезными на низких частотах, но и усиливают сейс-
мические сигналы в низкочастотном диапазоне.

Рис. 6. a) модель Кельина–Фойгта; b) модель Ценера; c) типичная АЧХ сейсмоизолятора, соз-
данного по модели Ценера; серым цветом показана зона усиления сигнала.
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4. Обрушение каркасного здания без сейсмоизоляции. Рассмотрим далее воз-
действие высокоинтенсивной сейсмической дельтаобразной S-волны на каркас 
здания, не имеющего сейсмоизоляции.

Анализ методом конечных элементов (МКЭ) воздействия дельтаобразного 
импульса S-волны большой амплитуды и малой длительности, соответствую-
щего ускорению 1 g (~9.8 м/с2), показывает (I) появление полей напряжений 
высокой интенсивности как в колоннах, так и в плитах, особенно в нижней ча-
сти здания; (II) множественные зоны повреждения, появляющиеся в основном 
на задних фронтах отраженных волн; и (III) разрушение элементов каркаса до 
начала колебаний, т.е. до начала образования стоячих; см. рис. 7. Последний 
вывод наглядно иллюстрирует бесполезность применения виброгасителей для 
смягчения высокоинтенсивных и кратковременных дельтаобразных импульс
ных нагрузок.

Рис. 7 иллюстрирует разрушение элементов каркаса здания, начиная с 
нижних этажей, при этом S-волна высокой интенсивности распространяется 
вверх. Таким образом, проведенный МКЭ-анализ, наряду с многочисленными 
наблюдениями [1–11], указывает на необходимость создания систем сейсмо-
защиты от рассматриваемых видов кратковременных сейсмических импульсов 
большой интенсивности.

5. Как обеспечить сейсмическую защиту при появлении ударных волн высокой 
интенсивности? 

5.1. Сейсмические подушки, обзор. Возникает закономерный вопрос, как обес
печить сейсмозащиту от мощных, но при этом кратковременных сейсмических 

Рис. 7. Обрушение каркаса здания, вызванное появлением ударных волн высокой интенсив-
ности; КЭ-моделирование.
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импульсов. Это особенно важно ввиду принципиальной неспособности широко 
используемых сейсмоизолирующих устройств гасить столь короткие импульсы. 

По-видимому, первой известной системой естественной сейсмической 
защиты, способной защитить от сильных колебаний грунта, вызванных сейс-
мическими волнами высокой интенсивности, является гостинца “Империал” 
в Токио, спроектированная в 1923 г. Фрэнком Ллойдом Райтом. Здание рас-
полагалось над реликтовым болотом, которое выполняло роль сейсмической 
подушки, защищавшей здание от S-волн во время Великого землетрясения 
Канто с Mw 7.9–8.2, произошедшего 01.09.1923 г., в том же году, когда строи-
тельство здания было завершено [16]. Также известно [17], что большая часть 
окружающих зданий была разрушена землетрясением. Принципиальная схема 
сейсмической площадки представна ​​на рис. 8.

В настоящее время существует несколько подходов к смягчению воздействия 
рассматриваемых сильных ударных импульсов поперечных S-волн. Некоторые 
из этих подходов уже разработаны, в то время как другие еще находятся в стадии 
разработки. Отметим следующие подходы:
(I)	 При проектировании фундаментов для мостов в сейсмоопасных районах 

было разработано и реализовано решение, основанное на создании сейс-
мической подушки из калиброванных природных камней, размещенных 
между оголовками свай и нижней поверхностью ростверка. Таким об-
разом, по-видимому, впервые для столь крупных сооружений ростверк 
был отделен от свай. Это решение было использовано при строительстве 
моста Рион-Антирион и некоторых других большепролетных мостов [18, 
19], проект выполнен компанией Geodynamique® (Франция). Хотя такая 
подушка не может отражать энергию сейсмических волн из-за небольшой 
разницы в акустическом импедансе между сейсмической подушкой и же-
лезобетоном, она все же может рассеивать часть волновой энергии внутри 
подушки благодаря относительному движению камней [20].

(II)	 Система сейсмозащиты зданий, разработанная компанией Marathon 
Alliance® (Австралия), заключается в установке сейсмической подушки 
либо под фундаментную плиту (рис. 9, а), либо внутри ростверка в случае 

Рис. 8. a) отель “Империал” Токио, 1923 г. [16]; b) принципиальная схема сейсмической по-
душки на основе реликтового болота.
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свайного фундамента (рис. 9,b); см. [21]. Разрабатываемые сейсмические 
подушки выполнены из гранулированных метаматериалов, обеспечиваю-
щих (1) отражение приходящих сейсмических волн в широком диапазоне 
соответствующих спектральных частот и (2) поглощение механической 
энергии сейсмических волн внутри гранулированного метаматериала за 
счет образования в микроструктуре материала множественных ударных 
волновых фронтов. Таким образом, более чем в четыре раза ослабляется 
энергия сейсмических волн. Срок службы этих гранулированных метама-
териалов сравним со сроком службы защищаемого сооружения из-за неор-
ганической природы гранул, изготавливаемых из плавленого базальта [21].

(III)	 Сейсмические подушки, специально сконструированные для сейсмоизоля-
ции высокоточного оборудования, например использование эластомерных 
листов в сочетании с механическими ползунками [22].

(IV)	 Сейсмические прокладки из листов фторопласта, имеющие очень малый 
коэффициент трения и служащие для получения поверхностей, практи-
чески свободных от трения скольжения [23, 24]. Этот подход также можно 
отнести к системам сейсмозащиты на основе метаповерхностей, так как 
он основан на концепции поверхностей скольжения.

5.2. Сейсмические подушки, основные принципы. Рассмотренные сейсмиче-
ские подушки способны обеспечить сейсмическую защиту от S-волн большой 
интенсивности в широком диапазоне частот, причем, как уже упоминалось 
ранее, некоторые виды подушек способны защищать как от продольных, так и 
от поперечных волн. В этой вязи можно сформулировать три основных прин-
ципа, обеспечивающих применимость и эффективность рассматриваемых 
сейсмических подушек:
(A)	 Различие акустических импедансов окружающего массива грунта, бето-

на и гранулированного метаматериала, используемого для сейсмической 

Рис. 9. Сейсмические подушки для защиты a) здание реактора АЭС защищено как от P-волн, так 
и от S-ударных волн, композитная подушка из акустически контрастных слоев (слои выделены 
разными цветами) размещена под конструкцией фундамента [21]; b) разделение фундаментной 
плиты сейсмостойкой подушкой (красная линия).
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подушки (не относится к сейсмической подушке из фторопластовых ли-
стов). Этот принцип обеспечивает отражение энергии сейсмических волн 
на границах между сейсмической подушкой и грунтом или бетоном, тем 
самым уменьшая энергию волн, распространяющихся в вышележащие 
конструкции защищаемого сооружения. Отметим также, что коэффици-
енты отражения-преломления не зависят от частоты волны в соответствии 
с теорией Knott–Zoeppritz [25], независимость от частоты обеспечивает 
главное преимущество сейсмической подушки перед более распростра-
ненными сейсмоизолирующими устройствами; см. раздел 2. 

(B)	 Формирование и распространение ударных волновых фронтов в микро-
структуре гранулированного метаматериала, что приводит к существенной 
диссипации волновой энергии внутри сейсмической подушки [26]. Этот 
необычный эффект доминирует в рассеянии волновой энергии внутри 
гранулированного метаматериала [27].

(C)	 Возможность относительного перемещения различных гранул внутри 
подушки, что обеспечивает дополнительное ослабление энергии сейсми-
ческих волн. Учет сухого трения на контактирующих поверхностях между 
гранулами дает еще один источник рассеяния механической энергии ме-
таматериалом [28]. 

6. Заключительные замечания. Анализ сейсмограмм недавнего разрушитель-
ного землетрясения магнитудой Mw 7.8, произошедшего 6 февраля 2023 г. в 
районе Кахраманмарас (Kahramanmaraş), выявил появление на сейсмограмме 
землетрясения необычно сильного дельтаобразного импульса S-волны. Как 
было указано, наблюдаемый дельтаобразный импульс соответствует большому 
пику, имеющему максимум на нулевой частоте, что делает большинство широ-
ко используемых сейсмоизолирующих устройств практически непригодными, 
или даже опасными при появлении дельтаобразных импульсов, поскольку рас-
сматриваемые сейсмоизоляторы усиливают сигналы вблизи нулевой частоты.

Анализ существующих и разрабатываемых способов сейсмозащиты на ос-
нове различных сейсмических подушек, содержащих гранулированные мета-
материалы, выявил основные преимущества этих способов сейсмозащиты по 
сравнению с другими видами сейсмоизоляции, особенно в связи с появлением 
дельтаобразных импульсов на сейсмограммах землетрясений.
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Abstract  –  The recent earthquake in Turkey and Syria occurred on February 6, 
2023. In the Kahramanmaras region the earthquake had an estimated magnitude 
of Mw7.8, and reached intensity XI by the modified Mercalli scale. The earthquake 
had catastrophic consequences, leading to the deaths of more than 52,800 people, as 
well as the multiple damages of the structures and buildings. The paper relates to the 
analyses of the seismograms and the detection of an unusually strong delta impulse, 
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В статье развита предложенная нами ранее в рамках возмущенной про-
странственной задачи двух тел кватернионная регуляризация диффе-
ренциальных уравнений (ДУ) относительного возмущенного движения 
изучаемого тела: уравнений движения центра масс этого тела в системе 
координат, вращающейся в инерциальной системе координат по произ-
вольно заданному закону, а также развита кватернионная регуляризация 
ДУ движения изучаемого тела относительно системы координат, связан-
ной с Землей. Предложены новые кватернионные ДУ возмущенного дви-
жения искусственного спутника Земли относительно системы координат, 
связанной с Землей. Эти уравнения имеют (в новом времени) вид ДУ от-
носительного движения возмущенного четырехмерного осциллятора в пе-
ременных Кустаанхеймо–Штифеля или в предложенных нами модифи-
цированных четырехмерных переменных, дополненных ДУ уравнениями 
для энергии движения спутника и времени. В этих уравнениях возмущен-
ного относительного движения спутника учитываются зональные, тессе-
ральные и секториальные гармоники гравитационного поля Земли. Пред-
ложенные уравнения, в отличие от классических уравнений, регулярны 
(не содержат особых точек типа сингулярности (деления на ноль)) для от-
носительного движения спутника в ньютоновском гравитационном поле 
Земли. Уравнения удобны для применения методов нелинейной механи-
ки и высокоточных численных расчетов при исследовании орбитального 
движения спутника относительно Земли и прогнозе его движения.

Ключевые слова: возмущенная пространственная задача двух тел, искус-
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1. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для абсолютного движения. В основе небесной 
механики и астродинамики (механики космического полета) лежит векторное 
ньютоновское дифференциальное уравнение возмущенной пространственной 
задачи двух тел: уравнение для абсолютного движения второго (изучаемого) тела 
(для движения этого тела в инерциальной системе координат):

	 d dt m M r t d dt2 2 3r r p r r/ /+ −f ( + )  = ( , , ) .	 (1.1)

В уравнении (1.1) r – радиус-вектор центра масс второго тела, проведенный 
из центра масс первого (центрального) тела; r = r  – расстояние от центра масс 
второго тела до центра масс первого тела, m и M – массы второго и первого тел; 
f – гравитационная постоянная; p – вектор возмущающего ускорения центра 
масс второго тела, t – время.

Это уравнение вырождается при соударении второго тела с центральным 
телом (при равенстве нулю расстояния r между телами), что делает исполь-
зование этого уравнения неудобным при изучении движения второго тела в 
малой окрестности центрального тела или его движения по сильно вытянутым 
орбитам. Сингулярность в начале координат создает не только теоретические, 
но и практические (вычислительные) трудности.

Проблема устранения указанной особенности известна в небесной механике 
и астродинамике как проблема регуляризации дифференциальных уравнений 
задачи двух тел и восходит к Эйлеру (1765) [1] и Леви-Чивита (1920) [2–4], 
давшим решения одномерной и двумерной задачам о соударении двух тел (в 
случаях прямолинейного и плоского движений). Эффективная регуляризация 
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, так называемая 
спинорная или KS-регуляризация, была предложена Кустаанхеймо и Штифе-
лем (1964–1965) [5, 6]. Она представляет собой обобщение регуляризации Ле-
ви-Чивита уравнений плоского движения и наиболее полно изложена в широко 
известной монографии Штифеля и Шейфеле (1971) [7].

Изучению различных аспектов кватернионной регуляризации дифферен-
циальных уравнений пространственной задачи двух тел с использованием 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных) посвящены работы 
[8–25], а также работы автора статьи [26–46]. В работах приводятся результаты 
сравнения численного решения уравнений орбитального движения небесных и 
космических тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, параметрах Эйлера 
(Родрига–Гамильтона) и в других переменных, которые свидетельствуют об 
эффективности использования KS-переменных и параметров Эйлера в задачах 
небесной механики и астродинамики.

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелинейное неодно-
значное преобразование декартовых координат изучаемого тела, так называемое 
KS-преобразование, обобщающее преобразование Леви-Чивиты, имеющее вид:
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где xk (k = 1, 2, 3) – декартовы координаты центра масс изучаемого тела в инер-
циальной системе координат X, имеющей начало в центре масс центрального 
тела и координатные оси, направленные на удаленные звезды; uj (j = 0, 1, 2, 
3) – новые переменные (KS-переменные), L(uKS) – обобщенная матрица Ле-
ви-Чивиты, называемая KS-матрицей, содержащая в левом верхнем углу дву-
мерную квадратную матрицу Леви-Чивиты.

В скалярной записи преобразование (1.2) имеет вид:

	 x u u u u x u u u u x u u u u1 0
2

1
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 22 2= + − − = −( ) = +( ), , 	 (1.3)

и с точностью до перестановки индексов совпадает с отображением Хопфа 
(1931) [55].

Регулярные дифференциальные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля воз-
мущенной пространственной задачи двух тел имеют в скалярной записи сле-
дующий вид [7]:

	 u hu r q jj j j
'' , , , ,− = =

1
2

1
2

0 1 2 3 ,	 (1.4)

	 ′ = + + +( )h q u q u q u q u2 0 0 1 1 2 2 3 3
' ' ' ' ,	 (1.5)

	 ′ = = = + + +t r r u u u u, r 0
2

1
2

2
2

3
2 	 (1.6)

q u p u p u p q u p u p u p0 0 1 3 2 2 3 1 1 1 2 2 3 3= − + = + +,

q u p u p u p q u p u p u p2 2 1 1 2 0 3 3 3 1 0 2 1 3= − + + = − − +, .

Здесь верхний штрих – символ дифференцирования по новой независимой 
переменной τ, называемой фиктивным временем и связанной с временем t 
дифференциальным уравнением (1.6): dt/dτ = r; h – кеплеровская энергия, рас-
сматриваемая как дополнительная переменная и определяемая соотношениями:

h v f m M
r

v
d
dt

= − +( ) = =
1
2

12 , ,v v
r ,

pk (k = 1,2,3) – проекции возмущающего ускорения p центра масс второго тела 
на оси инерциальной системы координат. Время t также рассматривается как 
дополнительная (зависимая) переменная.

Уравнения (1.4)–(1.6) образуют систему десяти обыкновенных нелиней-
ных нестационарных дифференциальных уравнений относительно четырех 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля uj, кеплеровской энергии h и времени t.

Уравнения (1.4) эквивалентны матричному уравнению:

u u u P u Pks ks ks ks ks ksh r L u u u u p p p'' , , , , , , , ,− = ( ) = ( ) =1
2

1
2

01 2 3 0 1 2 3(( ) ,
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где uks – четырехмерный вектор-столбец KS-переменных, Pks – четырехмер-
ный вектор-столбец, сопоставляемый трехмерному вектору возмущающего 
ускорения p.

Отметим следующие основные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Шти-
феля (1.4)–(1.6) [34–37, 47–50, 56]:

– они, в отличие от ньютоновских уравнений, регулярны в центре притяжения;
– линейны для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от суще-

ственно нелинейных ньютоновских уравнений для этих движений) и имеют в 
этом случае (в новом времени τ (dt = rdτ)) вид системы четырех независимых 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка с одинаковыми 
постоянными коэффициентами, равными отрицательной половинной кепле-
ровской энергии h:

u hu h jj j
'' , , , ,− = = =

1
2

0 0 1 2 3const,

для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия  
h < 0, эти уравнения эквивалентны уравнениям движения четырехмерного од-
ночастотного гармонического осциллятора, квадрат частоты которого равен 
половине кеплеровской энергии, взятой со знаком минус;

– позволяют выработать единый подход (с использованием функций Штумп-
фа) к изучению всех трех типов кеплеровского движения;

– близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
– позволяют представить правые части дифференциальных уравнений дви-

жения небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их 
решения с помощью ЭВМ.

Эти свойства регулярных уравнений позволили разработать эффективные 
методы нахождения решений в аналитической или численной форме таких 
трудных для классических методов задач, как исследование движения вблизи 
притягивающих масс или движения по орбитам с большими эксцентриситета-
ми. Так, Штифелем, Шейфеле, Бордовицыной, Шарковским, Fukushima и др. 
[7, 47–50] показано, что использование регулярных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля позволяет повысить точность численного решения 
ряда задач небесной механики и астродинамики, например задачи о движении 
искусственного спутника Земли (ИСЗ) по орбитам с большими эксцентриси-
тетами, от трех до пяти порядков по сравнению с решениями, полученными 
при использовании классических ньютоновских уравнений.

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, как уже отмечалось, ле-
жит нелинейное неоднозначное преобразование декартовых координат (1.3). 
Причем это преобразование состоит в переходе от трехмерного пространства 
декартовых координат xk к четырехмерному пространству новых координат uj. 
Поэтому вскоре после открытия KS-преобразования было рассмотрено ис-
пользование кватернионов Гамильтона (четырехмерных гиперкомплексных 
чисел) и четырехмерных кватернионных матриц для регуляризации уравнений 
пространственной задачи двух тел. Однако в своей книге Штифель и Шейфеле 
полностью отвергли эту идею, написав [7, c. 288], что “Любая попытка заменить 
теорию KS-матриц более популярной теорией кватернионных матриц приводит 
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поэтому к неудаче или, во всяком случае, к очень громоздкому формализму”. 
Позже (в конце 1970-х и начале 1980-х гг.) автором статьи в работах [26–29] было 
показано, что в действительности кватернионный подход к регуляризации по-
зволяет дать прямой и наглядный вывод регулярных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля, а также позволяет дать наглядные геометрическую и 
кинематическую интерпретации регуляризующему KS-преобразованию. Этот 
подход позволяет раскрыть геометрический смысл неоднозначности KS-преобра-
зования и позволяет получить более общие регулярные кватернионные уравнения 
возмущенной пространственной задачи двух тел, частным случаем которых (в 
скалярной записи) являются регулярные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля.

Так, автором статьи было показано, что регуляризующее преобразование 
координат Кустаанхеймо–Штифеля (1.2) или (1.3) заключается в переходе от 
декартовых координат xk центра масс второго тела в инерциальной системе коор-
динат к новым переменным uj, которые являются нормированными определен-
ным образом параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона) λj, характеризующими 
ориентацию вращающейся в инерциальном пространстве системы координат 
η, ось η1 которой направлена вдоль радиус-вектора r центра масс второго тела:

	 u r u r kk k0
1 2

0
1 2 1 2 3= = − =/ /, , , ,λ λ .	 (1.7)

Нормирующий множитель равен квадратному корню из расстояния r от цен-
тра масс второго тела до центра притяжения, взятому со знаком плюс или минус.

В кватернионной записи эти соотношения имеют следующий вид:

	 u i j k i j k= + + + = − − −( ) =u u u u r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2/ /λ λ λ λ λλ ,	 (1.8)

где λλ = + + +λ λ λ λ0 1 2 3i j k  – кватернион ориентации системы коорди-
нат η в инерциальной системе координат X, λλ  – сопряженный кватернион: 
λλ = − − −λ λ λ λ0 1 2 3i j k ; i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.

Нами также установлено, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

	 u u u u u u u u1 0 0 1 3 2 2 3 0′ − ′ + ′ − ′ = ,	 (1.9)

связывающее между собой переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj и их первые 
производные u j

'  по переменной τ и играющее, по словам Штифеля и Шейфеле, 
основную роль в их построении регулярной небесной механики [7, с. 29], на-
кладывает на движение системы координат η дополнительное (неголономное) 
условие, заключающееся в равенстве нулю проекции ω1 вектора ω абсолютной 
угловой скорости системы координат η на направление радиус-вектора r (ось η1):

	
ω λ λ λ λ λ λ λ λ1 1 0 0 1 3 2 2 3

2
1 0 0 1 3 2 2

2

2

= − + + −( ) =

= ′ − ′ + ′ − ′

• • • •

−r u u u u u u u u33 0( ) = .
	 (1.10)

Здесь и далее верхняя точка – символ дифференцирования по времени t.
Отметим, что регулярные уравнения возмущенной пространственной зада-

чи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля были получены нами [26, 
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27] в кватернионных матрицах [26] и в кватернионах Гамильтона [27] в общем 
случае, когда не требуется выполнения билинейного соотношения (1.9), т.е. 
когда проекция ω1 вектора абсолютной угловой скорости системы координат 
η, определяемая соотношением (1.10), не равна нулю, а является произвольно 
задаваемой функцией времени. 

Полученные нами кватернионные регулярные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в 
случае, когда выполняется билинейное соотношение (1.9), имеют следующий 
вид [27] (см. также [36, 37]):

	 ′′ − = ′ = ′( ) ′ =u u q u q
1
2

1
2

2h r h t r, ,scal 

	
(1.11)

Здесь
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 

,

,
	 (1.12)

px – отображение вектора p возмущающего ускорения центра масс изучаемого 
тела на инерциальный базис X, символ « » означает кватернионное умноже-
ние; верхняя черта – символ кватернионного сопряжения; scal(•) – скалярная 
часть кватерниона, стоящего в круглых скобках; u – кватернионная регулярная 
переменная, определяемая соотношениями (1.8).

В кватернионных уравнениях (1.11) в качестве переменных выступают ква-
тернион u, компонентами которого являются регулярные переменные Кустаан-
хеймо–Штифеля uj, кеплеровская энергия h и время t. Эти уравнения имеют все 
ранее указанные достоинства регулярных уравнений (1.4)–(1.6), предложенных 
Кустаанхеймо и Штифелем.

Для нахождения декартовых координат xk изучаемого тела в инерциальной 
системе координат X и проекций vk=dxk/dt вектора его скорости v на оси этой 
системы координат служат кватернионные соотношения:

v i j k r u i ux xv v v d dt d dt r= + + = = = −
1 2 3 2 2� �/ /( ) 11u i u� � ( )d d/ τ ,

r i j k u i ux x x x= + + =1 2 3 � �
	(1.13)

где rx и vx – отображения векторов r и v на инерциальный базис, vk – проекции 
вектора скорости v оси инерциальной системы координат X.

Позднее эффективность применения кватернионов для решения проблемы 
регуляризации уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел была 
продемонстрирована в работах ряда зарубежных авторов [9–11, 14–17]. Так, в 
2008 г. Вальдфогелем (Waldvogel) была опубликована статья [17] под названием 

“Quaternions for regularizing Celestial Mechanics: the right way” (“Кватернионы для 
регуляризации небесной механики: верный путь”), в которой говорится, что 
кватернионы “являются идеальным инструментом для описания и разработки 
теории пространственной регуляризации в небесной механике”. В работе [17] 
Вальдфогель говорит: “Это утверждение (имеется в виду цитированное ранее 
утверждение Штифеля и Шейфеле о бесперспективности использования в 
теории регуляризации кватернионных матриц) было впервые опровергнуто 
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Челноковым (1981), который представил теорию регуляризации пространствен-
ной задачи Кеплера, используя геометрические представления во вращающейся 
системе координат и кватернионные матрицы. В серии статей (например, 1992 
и 1999) тем же автором была расширена теория кватернионной регуляризации 
и приведены практические применения”.

Отметим вышедшую в 2011 г. книгу [36] автора статьи, в которой, в част-
ности, излагается кватернионный метод регуляризации дифференциальных 
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел и возмущенного 
пространственного центрального движения материальной точки, приводятся 
кватернионные регулярные модели небесной механики и астродинамики и да-
ются их приложения к решению задач оптимального управления траекторным 
(орбитальным) движением космического аппарата. Также отметим обзорные 
работы [37–39] автора статьи по проблеме регуляризации уравнений небесной 
механики и астродинамики, вышедшие в 2013–2015 гг., а также его статью [41].

Логиновым и автором статьи [46] проведено сравнительное исследование 
точности численного интегрирования классических ньютоновских дифферен-
циальных уравнений пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, 
Луна и космический аппарат) в декартовых координатах и построенных нами 
[41, 42] регулярных кватернионных дифференциальных уравнений этой задачи 
в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, принимающих вид 
кватернионных регулярных уравнений (1.11) возмущенной пространственной 
задачи двух тел в случае отсутствия поля тяготения Луны.

Регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных показали зна-
чительно более высокую точность в сравнении с уравнениями в декартовых 
координатах: для круговой орбиты точность оказалась выше на 2 порядка, 
для возмущенных эллиптических орбит со средним эксцентриситетом – на 
4 порядка, для возмущенной эллиптической орбиты с высоким эксцентриси-
тетом – на 7 порядков. Отметим, что в книге Бордовицыной [47] приведены 
результаты численных исследований решений уравнений невозмущенной и 
возмущенной пространственной задачи двух тел (решений уравнений невоз-
мущенного и возмущенного движения ИСЗ) ряда авторов с использованием 
известных канонических уравнений в KS-переменных и уравнений в декартовых 
координатах, демонстрирующие преимущество уравнений в KS-переменных 
перед уравненими в декартовых координатах (в смысле точности их численного 
интегрирования). Сравнение этих результатов с нашими показало, что они в 
целом согласуются между собой.

Полученные нами результаты подтверждают значительные преимущества 
регулярных кватернионных уравнений в KS-переменных в задачах прогноза 
движения небесных и космических тел, а также в задачах коррекции параметров 
орбитального движения КА и инерциальной навигации в космосе.

Автором статьи также получены другие регулярные кватернионные уравнения 
возмущенной пространственной задачи двух тел и ИСЗ в новых четырехмер-
ных переменных: модифицированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, 
введенных автором статьи в работе [31] (см. также [36, 37]). Эти уравнения 
обладают всеми достоинствами выше приведенных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля, но имеют более простую и симметричную структуру 
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для движения второго тела (КА) в гравитационном поле Земли, в описании ко-
торого учитываются не только центральная (ньютоновская), но и зональные, 
тессеральные и секториальные гармоники [31, 45].

Введение модифицированных переменных основано на выше приведенных 
геометрической и кинематической интерпретациях регуляризующего преоб-
разования Кустаанхеймо–Штифеля и их билинейного соотношения. В случае 
Кустаанхеймо–Штифеля ось η1 ранее введенной нами вращающейся систе-
мы координат η направляется по радиус-вектору r центра масс второго тела 
(спутника). Координаты xi тела в инерциальной системе координат X связаны 
с переменными Кустаанхеймо–Штифеля uj скалярными соотношениями (1.3) 
и первым кватернионным соотношением (1.13).

Нами предложено направить по радиус-вектору r не ось η1 системы ко-
ординат η, а ось η3. В этом случае все кватернионные уравнения (1.11)–(1.13) 
сохраняютсвой вид, лишь вместо орта i необходимо взять орт k (это, кстати, де-
монстрирует удобство использования кватернионных моделей астродинамики). 
Новые переменные uj, определяемые через параметры Эйлера, как и в случае 
Кустаанхеймо–Штифеля, формулами (1.7), будут связаны с координатами xi 
соотношениями:
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которые отличны от соотношений (1.3) и в кватернионной записи имеют вид:

r i j k k u k ux x x x r= + + = =1 2 3 λλ λλ   

,

где новая кватернионная переменная u = u0 + u1i + u2j + u3k имеет смысл, 
отличный от кватернионной переменной, использованной нами в случае 
Кустаанхеймо–Штифеля.

Расстояние r по-прежнему находится через новые переменные uj по формуле:
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а отображение vx вектора скорости v на инерциальный базис – по другой формуле:
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Модифицированные переменные uj связаны с переменными Кустаанхей-
мо–Штифеля (будем их здесь обозначать ujKS вместо ранее использованного 
обозначения uj) соотношениями:
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и являются их линейными композициями.
В кватернионной записи эти соотношения принимают вид ортогонального 

преобразования:
u u i j k

u i j k
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= + + +
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Билинейное соотношение для модифицированных переменных uj имеет 

другой вид:
u u u u u u u u1 0 0 1 3 2 2 3 0′ − ′ + ′ − ′ = .

Полученные нами в работах [31, 45] кватернионные уравнения движения 
спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырехмерных 
переменных uj обладают всеми достоинствами уравнений движения спутника 
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля ujKS (также полученных в этой статье), 
но имеют более простую и симметричную структуру. Это обусловлено тем, что 
выражения переменной γ = sinφ (φ – геоцентрическая широта), от которой 
зависит потенциал гравитационного поля Земли, через модифицированные 
переменные uj могут быть представлены в двух различных, более компактных 
симметричных формах:
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в сравнении с ее представлением:
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в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, что и позволяет получить более про-
стые и симметричные, чем в случае использования переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля, уравнения движения спутника.

Более простые и симметричные структуры уравнений приводят к более 
эффективным вычислительным алгоритмам при численном интегрировании 
дифференциальных уравнений движения спутника. Удобство и эффективность 
использования полученных уравнений движения спутника в модифицирован-
ных переменных Кустаанхеймо–Штифеля для аналитического исследования 
движения показано нами в работе [45] на примере рассмотрения движения 
спутника в гравитационном поле Земли, в описании которого учитываются его 
центральная (ньютоновская) и зональные гармоники. В этой работе найдены 
первые интегралы уравнений движения спутника в модифицированных пере-
менных в указанном случае, предложены замены переменных и преобразова-
ния этих уравнений, позволившие получить для изучения движения спутника 
замкнутые системы дифференциальных уравнений меньшей размерности, в 
частности системы уравнений четвертого и третьего порядков.

Во всех работах по проблеме регуляризации дифференциальных уравнений 
возмущенной пространственной задачи двух тел, известных автору статьи, рас-
сматривается регуляризация уравнений движения центра масс второго (изучае-
мого) тела, описывающих движение тела относительно системы координат, дви-
жущейся в инерциальной системе координат поступательно, т.е. рассматривается 
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регуляризация уравнений абсолютного движения центра масс изучаемого тела. 
В недавней работе автора статьи [43] ([44] – англоязычная версия этой статьи) 
предложено кватернионное решение задачи регуляризации уравнений движения 
центра масс изучаемого тела, описывающих движение тела в системе координат, 
вращающейся относительно инерциальной системы координат по произвольно 
заданному закону, т.е. предложена регуляризация уравнений относительного 
движения изучаемого тела. В этой работе также получены кватернионные регу-
лярные уравнения изучаемого тела относительно системы координат, связанной 
с Землей, принимаемой за первое (центральное) тело.

В настоящей работе предлагаются более общие, в сравнении с работой [43], 
регулярные кватернионные уравнения возмущенного движения ИСЗ относи-
тельно системы координат, связанной с Землей, в четырехмерных переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля и в модифицированных четырехмерных перемен-
ных, предложенных нами в работе [31]. В этих уравнениях относительного 
движения учитываются зональные, тессеральные и секториальные гармоники 
гравитационного поля Земли. Полученные уравнения имеют вид уравнений 
относительного движения возмущенного четырехмерного осциллятора. Они, 
в отличие от классических уравнений, регулярны (не содержат особых точек 
типа сингулярности (деления на ноль)) для движения спутника в ньютонов-
ском гравитационном поле. В этих уравнениях помимо основных переменных, 
которыми являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля или наши модифи-
цированные переменные, используются дополнительные переменные: энергия 
движения спутника и время. Уравнения удобны для высокоточных численных 
расчетов, проводимых при исследовании орбитального движения КА относи-
тельно Земли и прогнозе движения КА.

Дополнительно отметим, что полученные в статье уравнения относительного 
возмущенного движения спутника в гравитационном поле Земли в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля и в наших модифицированных четырехмерных 
переменных, в отличие от известных уравнений возмущенного абсолютного 
движения спутника в этих переменных, позволяют непосредственно изучать 
движение спутника относительно Земли. При этом географическая долгота, 
фигурирующая в формулах, описывающих тессеральные и секториальные гар-
моники потенциала гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам, 
используемым в случае абсолютного движения и содержащим в явном виде время 
t, а по формулам, не содержащим время t. Широта и долгота, фигурирующие в 
потенциале гравитационного поля Земли, описывают положение спутника в 
системе координат, связанной с Землей, что также говорит об удобстве пред-
лагаемых в статье уравнений относительного движения. 

Отметим также, что проблема кватернионной регуляризации уравнений не-
бесной механики и механики космического полета, основанная на использова-
нии четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля или четырехмерных 
параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), а также применение этих регулярных 
уравнений в астродинамике активно разрабатываются зарубежными учеными 
и обсуждаются в ведущих журналах западной Европы и США.

2. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущен-
ной пространственной задачи двух тел для относительного движения. В курсах 
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теоретической механики для сложения движений с использованием векторного 
способа описания движения и для получения векторной формы уравнений от-
носительного движения материальной точки используется векторная операция 
сложения переносного и относительного движений (в виде суммы двух векторов, 
описывающих переносное и относительное движения), т.е. используется адди-
тивная форма сложения движений. Для сложения движений с использованием 
кватернионного способа описания движения нами используется кватернион-
ная операция в виде кватернионного произведения двух кватернионов, один 
из которых характеризует переносное движение, а другой – относительное, т.е. 
используется мультипликативная форма сложения движений. Это кардинальное 
отличие векторного и кватернионного способов описания движения (аддитив-
ность и мультипликативность сложения движений) приводит к существенным 
отличиям в способах получения векторных и кватернионных дифференциаль-
ных уравнений динамики относительного движения материальной точки (т.е. 
уравнений относительного орбитального движения). 

Векторный способ получения векторного дифференциального уравнения ди-
намики относительного движения материальной точки основан на подстановке 
в векторное дифференциальное уравнение абсолютного движения материальной 
точки вместо вектора абсолютного ускорения векторной суммы переносного, 
относительного и кориолисова ускорений (в соответствии с теоремой о сложении 
ускорений), полученной в результате последовательного дифференцирования 
векторной суммы двух векторов, описывающих переносное и относительное 
движения (с использованием понятий абсолютной и локальной производных 
от вектора), и последующего введения сил инерции. 

Наш способ получения кватернионного динамического уравнения относи-
тельного движения материальной точки основан на подстановке в полученное 
нами кватернионное дифференциальное уравнение абсолютного движения 
материальной точки вместо кватерниона, характеризующего положение точки 
в инерциальной системе координат, кватернионного произведения двух кватер-
нионов, один из которых характеризует переносное движение, а другой – отно-
сительное движение, и последующего учета кватернионного кинематического 
уравнения переносного вращения. 

Будем рассматривать движение второго (изучаемого) тела относительно 
системы координат Z, вращающейся относительно инерциальной системы 
координат X с угловой скоростью ωe (ωe – переносная угловая скорость). Эта 
система координат характеризует собой переносное движение. Начало систе-
мы координат Z совместим с началом системы координат X, а ее ориентацию в 
инерциальной системе координат X будем задавать нормированным кватернио-
ном µµ = + + +µ µ µ µ0 1 2 3i j k. Ориентацию ранее введенной системы координат 
η, ось η1 которой направлена вдоль радиус-вектора r центра масс изучаемого 
тела, во вращающейся системе координат Z будем задавать нормированным 
кватернионом νν = + + +ν ν ν ν0 1 2 3i j k .

Нормы кватернионов μ и ν равны единице, а их компоненты μj и νj (j = 0, 1, 
2, 3) являются параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона), характеризующими 
ориентации систем координат Z и η в системах координат X и Z соответственно. 
Ориентацию системы координат η в инерциальной системы координат X будем 
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по-прежнему задавать нормированным кватернионом λλ = + + +λ λ λ λ0 1 2 3i j k  
(этот кватернион характеризует собой абсолютное движение в инерциальной 
системе координат).

Будем считать, что все введенные кватернионы являются собственными [57, 
58]: каждый из них определен своими компонентами в своей, преобразуемой 
этим кватернионом, системе координат. Тогда в соответствии с кватернионной 
формулой сложения двух конечных поворотов [57–59] собственные кватернио
ны λ, μ и ν будут связаны соотношением:
	 λ = μ ○ ν.	 (2.1)

Эта формула является кватернионной формулой сложения переносного и 
относительного вращений.

Введем кватернионы

u i j k i j k u= + + + = − − −( ) = = −u u u u r r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2 1 2/ / /λ λ λ λ λλ λλ, ,	(2.2)

s i j k i j k s= + + + = − − −( ) = = −s s s s r r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2 1 2/ / /,ν ν ν ν νν νν .	 (2.3)

Компоненты uj и sj (j = 0, 1, 2, 3) кватернионов u и s связаны с параметрами 
Эйлера λj и νj и расстоянием r от центра масс второго тела до центра притяжения 
(центра масс первого (центрального) тела) соотношениями:

u r u r k u u u u rk k0
1 2

0
1 2

0
2

1
2

2
2

3
21 2 3= = − = + + + =/ /, , , , ;λ λ ,

s r s r k s s s s rk k0
1 2

0
1 2

0
2

1
2

2
2

3
21 2 3= = − = + + + =/ /, , , , ;ν ν .

Эти компоненты являются переменными Кустаанхеймо–Штифеля, свя-
занными с декартовыми координатами xk и zk центра масс изучаемого тела в 
инерциальной системе координат X и во вращающейся системе координат Z 
соотношениями:

	
x u u u u x u u u u x u u u u

z s s

1 0
2

1
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 2

1 0
2

2 2= + − − = −( ) = +( )
= +

, ,

11
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 22 2− − = −( ) = +( )s s z s s s s z s s s s, ,

,

. 	 (2.4)

В кватернионной записи соотношения (2.4) имеют вид:
	 r i j k u i u r i j k s i sx zx x x z z z= + + = = + + =1 2 3 1 2 3   , .	 (2.5)

Из соотношений (2.1)–(2.3) следует соотношение
u s=  µµ ,

которым устанавливается связь основных кватернионных (четырехмерных) 
переменных u и s, характеризующих абсолютное и относительное движения 
точки (кватернион μ характеризует переносное вращение).
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Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для относительного движения (движения 
изучаемого тела относительно системы координат Z, вращающейся в инерци-
альной системе координат X по произвольно заданному закону μ = μ(t)) в пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля имеют (во времени τ) вид уравнений [43, 44]:

	 ′′+ ′′ + ′ ′ − = − ∗s s s s q   µµ µµ µµ µµ2
1
2

1
2

h r
	

(2.6)

	 ′ = ′ + ′( )( )∗h 2scal s s qµµ µµ   	 (2.7)

	 ′ = = = = + + +t r s s s ss s s 0
2

1
2

2
2

3
2 .	 (2.8)

Здесь

	

q i s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +   z z x z z z z xp p p p p p, , ,µµ µµ 1 2 3 1 2 3

q i s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +   z z x z z z z xp p p p p p, , ,µµ µµ 1 2 3 1 2 3 .
	 (2.9)

pz и px – отображения вектора p возмущающего ускорения центра масс изуча-
емого тела на оси вращающейся Z и инерциальной X систем координат, pkz и 
pk – проекции вектора p на оси систем координат Z и X соответственно.

Производные в новом времени τ от кватерниона μ, характеризующие угловую 
скорость и угловое ускорение переносного вращения, имеют вид:

′ = ( )( )
′′ = ′ ( )( ) + ( )( )

µµ µµ

µµ µµ µµ

r d t dt

r d t dt r d t dt

/ ,

/ /2 2 2

′ = ( )( )
′′ = ′ ( )( ) + ( )( )

µµ µµ

µµ µµ µµ

r d t dt

r d t dt r d t dt

/ ,

/ /2 2 2 .

Основное кватернионное уравнение (2.6) относительного движения получе-
но нами в результате дифференцирования выше приведенного кватернионного 
соотношения u s= � µ дважды по времени и подстановки результата диффе-
ренцирования в кватернионное дифференциальное уравнение абсолютного 
движения (в первое уравнение из системы уравнений (1.11)).

В уравнениях (2.6)–(2.8) в качестве переменных выступают кватернион 
s, компонентами которого являются переменные sj, кеплеровская энергия h 
и время t. Кватернион s характеризует относительное движение центра масс 
изучаемого тела. Эти уравнения, также как и уравнения (1.11) возмущенной 
пространственной задачи двух тел для абсолютного движения в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля, регулярны в центре притяжения. Они сложнее 
уравнений для абсолютного движения, но, в отличие от них, позволяют непо-
средственно изучать движение второго тела относительно не инерциальной, 
а выбранной вращающейся системы координат, связанной, например, с той 
или иной планетой.

Для нахождения декартовых координат zk изучаемого тела во вращающейся 
системе координат Z и проекций vrk = dzk/dt его вектора относительной скорости vr 
на оси этой системы координат служат второе соотношение (2.5) и соотношения



116                                                 ЧЕЛНОКОВ

v i j k r

s i s s i s s i

rz r r r zv v v d dt

d dt d dt r

= + + = =

= ( ) + ( ) = −
1 2 3

1

/

/ /      ′′ + ′( )s s i s 
,

где vrz – отображение вектора относительной скорости vr на вращающийся базис Z.
Используя кватернионное кинематическое уравнение переносного вращения

	 2 ′ =µµ µµ ωωr ez ,	
где ωez – отображение вектора угловой скорости ωe вращающейся системы 
координат Z на ее же координатные оси, запишем уравнения (2.6)–(2.8) отно-
сительного движения в другом виде:

	 ′′− ′ − ′ +( ) − +





 = − ∗s s s s qr r r h rez ez ez e ωω ωω εε

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2ω
	

(2.10)

	 ′ = ′ +( )( ) ′ = = = + + +∗h r t r s s s sezscal 2 0
2

1
2

2
2

3
2s s q s sωω   , .	(2.11)

Здесь ′ = ′ + ′ + ′ + ′( ) =r s s s s s s s s d dtez ez2 0 0 1 1 2 2 3 3 , εε ωω /  – отображение век-
тора углового ускорения εe вращающейся системы координат Z на ее же коор-
динатные оси, ωe = ωωe .

В основном регулярном кватернионном дифференциальном уравнении 
(2.10) первое слагаемое ′′s  в левой части уравнения характеризует относитель-
ное ускорение центра масс изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z, сумма слагаемых

− ′ +( ) −1
2

1
4

2 2s s� r rez ez eω ε ω

характеризует переносное ускорение, а слагаемое − ′r ezs  ω ωez характеризует уско-
рение Кориолиса (напомним, что движение рассматривается в новом времени 
τ, определяемом дифференциальным соотношением dt = rdτ).

Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для относительного движения в модифициро-
ванных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, имеют вид уравнений (2.6)–(2.8) 
или (2.10) и (2.11), в которых кватернион q*, содержащий отображение pz вектора 
p возмущающего ускорения центра масс изучаемого тела на оси вращающейся 
системы координат Z, определяется другими соотношениями:

q k s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +� � � �z z x z z z z xp p p p p p, , ,µ µ 1 2 3 1 2 3,

q k s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +� � � �z z x z z z z xp p p p p p, , ,µ µ 1 2 3 1 2 3 .

Декартовы координаты zi изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z находятся через модифицированные переменные Кустаанхеймо–Штифеля 
sj по формулам:
	 z s s s s z s s s s z s s s s1 1 3 0 2 2 2 3 0 1 3 0

2
1
2

2
2

3
22 2= −( ) = +( ) = − − +, , ,	 (2.12)

которые в кватернионной записи имеют вид:
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	 r i j k s k sz z z z= + + =1 2 3   .	 (2.13)

Для нахождения проекций vrk = dzk/dt вектора относительной скорости vr 
тела на оси этой системы координат служит соотношение:

v i j k s k s s k s s k s s krz r r rv v v d dt d dt r= + + = ( ) + ( ) = ′ + ′−
1 2 3

1
       / / ss( )

	v i j k s k s s k s s k s s krz r r rv v v d dt d dt r= + + = ( ) + ( ) = ′ + ′−
1 2 3

1
       / / ss( ) ,	 (2.14)

где vrz – по-прежнему отображение вектора относительной скорости vr на вра-
щающийся базис Z.

3. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного 
движения изучаемого тела относительно Земли. Приведем регулярные кватер-
нионные дифференциальные уравнения возмущенного движения второго 
(изучаемого) тела относительно Земли, принимаемой за первое (центральное) 
тело, в переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Инерциальную систему коорди-
нат X, в которой задается вращение системы координат Z, введем следующим 
образом: ее начало поместим в центр Земли O, ось OX3 направим вдоль оси су-
точного вращения Земли к ее северному полюсу, а ось OX1 – в точку весеннего 
равноденствия. Вращающуюся систему координат Z жестко свяжем с Землей 
(центральным телом), направив ее ось OZ3 вдоль оси суточного вращения Зем-
ли (вдоль оси OX3), а ось OZ1 – вдоль линии пересечения плоскости экватора и 
гринвичского меридиана. Тогда ориентация вращающейся системы координат 
Z в инерциальной системе координат X будет характеризоваться нормирован-
ным кватернионом:

µµ = + = ( + )( ) = ( + )( )µ µ µ χ µ χ0 3 0 32 2k, / , /cos sin0 0Ω ΩE Et t ,

где χ0 = const – значение угла χ разворота системы координат Z относительно 
системы координат X вокруг оси OX3 в начальный момент времени, ΩE = ωe =  
 = const – угловая скорость суточного вращения Земли.

В рассматриваемом случае сопряженные кватернионы 

	 ′ = −( ) ′′ = − ( ) + ( ) ′( )µµ µµ µµ µµ1 2 1 4 1 22 2/ , / /Ω Ω ΩE E Er r rk k  .	 (3.1)

Поэтому из уравнений (2.6)–(2.9) получаем следующие регулярные кватер-
нионные дифференциальные уравнения возмущенного движения изучаемого 
тела относительно Земли, принимаемой за центральное тело, в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля:

	 ′′− ′ − ′ − +





 = ∗s s k s k s qΩ Ω ΩE E Er r r h r 

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2 ,	 (3.2)

	 ′ = ′ +( )( )∗h rEscal 2s k s qΩ   ,	 (3.3)

	 ′ = = = = + + +t r s s s ss s s 0
2

1
2

2
2

3
2 .	 (3.4)
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Здесь

	
q i s p p k p k∗ = − = −( ) +( )

′ = ′ + ′ + ′ +

   z z x

r s s s s s s s

, ;µ µ µ µ0 3 0 3

0 0 1 1 2 22 33 3′( )s .
	 (3.5)

В уравнениях (3.2)–(3.4) в качестве переменных выступают кватернионная 
переменная s, компоненты которой – переменные sj, кеплеровская энергия h и 
время t, а в качестве независимой переменной – “фиктивное” время τ. Отметим, 
что уравнения (3.2) и (3.3) также следуют из уравнений (2.10) и (2.11), так как 
в рассматриваемом случае ωez = ΩEk = const, εe = εE = 0.

Уравнение (3.2) получено нами в работе [43]. Уравнение (3.7) рабо-
ты [43] для кеплеровской энергии h, приведенное в этой работе, содержит 
ошибку: из правой части этого уравнения нужно убрать выражение, заклю-
ченное в квадратных скобках (это уравнение должно иметь вид уравнения 
(3.3) нашей статьи). 

Введем вместо кеплеровской энергии h новую переменную h+, определяе-
мую соотношением:

h h rE
+ = + ( )1 2 2 2/ Ω .

Тогда уравнения (3.2) и (3.3) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля примут 
следующий вид:

	 ′′− ′ − ′ − =+ ∗s s k s k s qΩ ΩE Er r h r 

1
2

1
2

1
2

,
	

(3.6)

	 h rr rE E
+ ∗( )′ = ′ + ′ +( )( )Ω Ω2 2scal s k s q  .	 (3.7)

Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного 
движения изучаемого тела относительно Земли в модифицированных перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля имеют вид уравнений (3.2)–(3.4) или (3.6), (3.7), 
(3.4), в которых кватернион q*, содержащий отображение pz вектора p возмущаю
щего ускорения центра масс изучаемого тела на оси вращающейся системы 
координат Z, определяется соотношениями, отличными от соотношений (3.5): 

q k s p p k p k∗ = − = −( ) +( )   z z x, µ µ µ µ0 3 0 3

Декартовы координаты zi изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z находятся через модифицированные переменные Кустаанхеймо–Штифеля 
sj (напомним, что они обозначаются нами так же, как и переменные Кустаан-
хеймо–Штифеля) по формулам (2.12) или (2.13). Для нахождения проекций  
vrk = dzk/dt вектора относительной скорости vr тела на оси этой системы коор-
динат служит соотношение (2.14).

4. Кватернионные уравнения возмущенного абсолютного движения искусственного 
спутника в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–Штифеля. 
В векторной форме дифференциальные уравнения возмущенного движения 
искусственного спутника в гравитационном поле Земли имеют следующий вид:
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d

dt

d
dr r

E
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2

r
r

p
r

r
p= −

∂ ∏
∂

+ = −
∏

+
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∂








 +

∗

r r
fm

r
t t d dtE

E= ∏ = ∏ + ∏ ∏ = ∏( ) = − ∏ = ∏ ( ) = ( )∗ ∗ ∗r r p p r r, , , , , , , /

r r
fm

r
t t d dtE

E= ∏ = ∏ + ∏ ∏ = ∏( ) = − ∏ = ∏ ( ) = ( )∗ ∗ ∗r r p p r r, , , , , , , /

где r – геоцентрический радиус-вектор спутника, mE – масса Земли, ∏E  – по-
тенциал гравитационного поля Земли, ∏ = ∏( )r  – его центральная составляю-
щая, ∏ = ∏ ( ) + ∏ ( )∗ ∗ ∗

z ts tr r,  – составляющая, обусловленная нецентральностью 
гравитационного поля Земли ( ∏ ( )∗

z r  – составляющая потенциала, содержащая 
зональные гармоники гравитационного поля Земли, ∏ ( )∗

ts t,r  – составляющая 
потенциала, содержащая тессеральные и секториальные гармоники этого поля 
[60–62]), f – постоянная тяготения, p – возмущающее ускорение центра масс 
спутника от действующих на спутник других сил.

Кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного абсолютного 
движения искусственного спутника в гравитационном поле Земли (относитель-
но инерциальной системы координат) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля 
имеют следующий вид [45]:

	 d

d
h

r
r

2

2

1
2

1
4

1
2

u
u

u
q

τ
− = −

∂ ∏( )
∂

+∗
∗

,	 (4.1)
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d

r
t

d
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d

r u u u uts
∗ ∗
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∂ ∏

∂
+ 






 = = = + + +

τ τ τ
2 0

2
1
2

2
2

3scal
u

q u u , 22 .	 (4.2)

В уравнениях (4.1) и (4.2) 

u i j k= + + +u u u u0 1 2 3

∏ = ∏ ( ) = + + + =

= − = + + =

∗ ∗ t q q q q

p p p t
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x x x
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= = + + = =
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1 2 3 2

� �
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полная энергия спутника h* определяется соотношением:

h h t h r u r
r
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d
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τ
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Систему координат X, в которой рассматривается движение спутника, вве-
дем следующим образом: ее начало O поместим в центр Земли, ось OX3 напра-
вим к северному полюсу Земли, а ось OX1 – в точку весеннего равноденствия. 
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Потенциал гравитационного поля Земли c учетом его зональных, тессеральных 
и секториальных гармоник имеет вид [60–62]:

∏ = ∏( ) + ∏ ( ) + ∏ ( ) = ∏( ) + ∏ ( ) + ∏ ( )∗ ∗ ∗ ∗
E z ts z tsr t r r rr r, , , ,ϕ ϕ λ ,

где составляющие потенциала 
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(4.3)

Здесь R – средний экваториальный радиус Земли, Jn – безразмерные посто-
янные, характеризующие фигуру Земли, Pn – полином Лежандра n-го порядка, 
φ – геоцентрическая широта, Cnk и Snk – безразмерные постоянные, характе-
ризующие фигуру Земли, Pnk – присоединенные функции Лежандра, λ – гео-
графическая долгота.

Географическая долгота определяется через декартовые координаты xk 
спутника в системе координат X и переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj 
посредством соотношений:
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где λa – абсолютная долгота, ΩE – угловая скорость суточного вращения Земли.
Тригонометрические функции cos(kλ) и sin(kλ) находятся через функции 

cosλ и sinλ с помощью кватернионных соотношений, вытекающих из формулы 
Муавра:

cos2 sin2 cos sin cos sin cos sinλ λ λ λ λ λ λ λ+ = +( ) +( ) = +( )i i i i

2
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3

, , k k
kk .

Уравнения возмущенного абсолютного движения спутника в гравитационном 
поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и секториальных гармоник 
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в скалярной записи имеют вид [45]:
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Географическая долгота λ определяется через переменные Кустаанхеймо–
Штифеля uj и ΩEt посредством соотношений (4.4).

В кватернионной записи уравнения (4.5) и (4.6) принимают вид:
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Здесь
u i j k i j k

u
i

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + + + = + + +
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

u u u u u u u u

x x
u

x
u

i i i

0 1 2 3 2 3 0 1

0 1

xx
u

x
u

ii i

∂
+

∂
∂

=
2 3

1 2j k, ,

,



122                                                 ЧЕЛНОКОВ

частные производные ∂ ∂x ui j/  определяются соотношениями (4.7).
5. Кватернионные уравнения возмущенного абсолютного движения искусствен-

ного спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырехмерных 
переменных. Уравнения возмущенного абсолютного движения спутника в 
гравитационном поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и сектори-
альных гармоник в модифицированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, 
обозначаемых, как и переменные Кустаанхеймо–Штифеля, “uj”, в скалярной 
записи имеют в сравнении с уравнениями в классических переменных Куста-
анхеймо–Штифеля более простой вид. Они были получены нами в работе [45] 
и после преобразований частных производных ∂ ∂λ / u j , фигурирующих в этих 
уравнениях, принимают следующий вид:
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Географическая долгота λ определяется через модифицированные переменные 
Кустаанхеймо–Штифеля uj посредством соотношений, отличных от соотноше-
ний (4.4) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и имеющих следующий вид:
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	 В кватернионной записи уравнения (5.1)–(5.3) принимают вид:
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Здесь
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Знак “–” берется для первого и четвертого уравнения системы (5.6), эк-
вивалентной четырем скалярным уравнениям, когда j = 0, 3, а знак “+” – для 
второго и третьего уравнения этой системы, когда j = 1, 2.

Отметим, что кватернион q k u p= −   x , фигурирующий в уравнениях (5.6) 
и (5.7), отличается от кватерниона q i u p= −   x , фигурирующего в уравнени-
ях (4.1) и (4.2): вместо орта i используется орт k. Это обусловлено тем, что при 
введении наших модифицированных переменных вместо переменных Куста-
анхеймо–Штифеля вдоль радиус-вектора r центра масс спутника направляется 
не ось η1 вращающейся системы координат η, а ее ось η3.

6. Кватернионные уравнения возмущенного относительного движения искус-
ственного спутника в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–
Штифеля. Для получения уравнения возмущенного относительного движения 
спутника (относительно Земли) в гравитационном поле Земли c учетом его 
зональных, тессеральных и секториальных гармоник в переменных Кустаан-
хеймо–Штифеля продифференцируем кватернионное соотношение u s=  µ  
дважды по переменной τ и подставим результат дифференцирования, а таже 
соотношение для переменной u в уравнения (4.8). Получим:
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Умножим первое кватернионное уравнение системы (6.1) справа на кватер-
нион μ. Получим:
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	 (6.2)

Из уравнений (3.1) получаем:

	 2 1 2 1 2 2 2′ = − ′′ = − ( ) + ′( )µµ µµ µµ µµ Ω Ω ΩE E Er r rk k, ( / ) / ,	 (6.3)

С учетом этих соотношений, а также соотношений
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уравнение (6.2) принимает вид:
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Это кватернионное уравнение необходимо дополнить дифференциальными 
скалярными уравнениями для полной энергии спутника h∗  и времени t, полу-
чающимися из второго и третьего уравнений системы (6.1) и имеющими вид: 
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В уравнениях (6.4) и (6.5)
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Присутствующие в этих уравнениях потенциалы ∏+ , ∏+
ts  и ∏∗

ts  определя-
ются соотношениями (5.4) и третьим из соотношений (4.3).

После вычисления частных производных ∂ ∏ ∂+ / r , ∂ ∏ ∂+ / γ , ∂ ∏ ∂+
ts / λ и

∂ ∏ ∂∗
ts / λ  в полученные соотношения необходимо будет подставить выражения 

для переменных r, γ φ= sin  и λ  (расстояния, синуса широты и географической 
долготы) через основные переменные sj (j = 0, 1, 2, 3) в соответствии с формулами:
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Полученные уравнения (6.4) и (6.5) возмущенного относительного дви-
жения в гравитационном поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и 
секториальных гармоник в переменных Кустаанхеймо–Штифеля sj, в отличие 
от уравнений возмущенного абсолютного движения спутника (4.8) в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля uj, позволяют непосредственно изучать движение 
спутника относительно Земли. При этом географическая долгота λ , фигури-
рующая в третьей формуле (4.3) для тессеральных и секториальных гармоник 
∏∗

ts  потенциала гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам 
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(5.5), используемым в случае абсолютного движения и содержащим в явном 
виде время t, а по формуле (6.6), не содержащей время t.

7. Кватернионные уравнения возмущенного относительного движения искус-
ственного спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырех-
мерных переменных. Для получения уравнения возмущенного относительного 
движения спутника (относительно Земли) в гравитационном поле Земли c учетом 
его зональных, тессеральных и секториальных гармоник в модифицированных 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля продифференцируем кватернионное 
соотношение u s=  µµ  дважды по переменной τ и подставим результат диф-
ференцирования, а также соотношение для переменной u в уравнения (5.6) и 
(5.7). Получим:
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Здесь
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q k u p k s p k s p q         µµ µµ µµ µµ= − = − = − = ∗
x x z

преобразуется к следующему виду:
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Здесь
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Кватернионное уравнение (7.2) в переменных sj (j = 0, 1, 2, 3) необходимо 
дополнить дифференциальными скалярными уравнениями для полной энер-
гии спутника h∗  и времени t, получающимися из второго и третьего уравнений 
системы (7.1) и имеющими вид:
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Здесь кватернион q∗  в отличие от первого уравнения из подсистемы (6.5) 
определяется соотношениями (7.8) и (7.9).
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Таким образом, нами получены уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного 
движения спутника относительно Земли в ее гравитационном поле c учетом 
зональных, тессеральных и секториальных гармоник этого поля в модифи-
цированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Присутствующие в этих 
уравнениях потенциалы ∏+ , ∏+

ts  и ∏∗
ts  определяются соотношениями (5.4) 

и третьим из соотношений (4.3). После вычисления частных производных 
∂ ∏ ∂+ / r  , ∂ ∏ ∂+ / γ , ∂ ∏ ∂+

ts / λ и ∂ ∏ ∂∗
ts / λ  в полученные соотношения необходи-

мо будет подставить выражения для переменных r, γ ϕ= sin  и λ  (расстояния, 
синуса широты и географической долготы) через основные переменные sj в 
соответствии с формулами (7.3)–(7.7).

Полученные уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного относительного движения 
спутника в модифицированных переменных sj, в отличие от уравнений возму-
щенного абсолютного движения спутника (5.6) и (5.7) в модифицированных 
переменных uj, позволяют непосредственно изучать движение спутника отно-
сительно Земли. При этом географическая долгота λ , фигурирующая в третьей 
формуле (4.3) для тессеральных и секториальных гармоник ∏∗

ts  потенциала 
гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам (4.4), используе-
мым в случае абсолютного движения и содержащим в явном виде время t, а по 
формуле (7.6), не содержащей время t.

Отметим, что уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного движения спутника 
относительно Земли в модифицированных переменных sj имеют более простую 
и симметричную структуру в сравнении с уравнениями (6.4) и (6.5) этого дви-
жения спутника в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, обозначаемых нами 
также sj. Это обусловлено тем, что выражения переменной γ = sinφ (φ – гео-
центрическая широта), от которой зависит потенциал гравитационного поля 
Земли, через модифицированные переменные могут быть представлены в двух 
различных, более компактных симметричных формах:
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в сравнении с ее представлением
γ ϕ= = +( ) = + + +sin 2 1 3 0 2 0

2
1
2

2
2

3
2s s s s r r s s s s/ ,

в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, что и позволяет получить более про-
стые и симметричные, чем в случае использования переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля, уравнения движения спутника.

Заключение. Во всех работах, посвященных проблеме регуляризации диф-
ференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, 
известных автору статьи, рассматривается регуляризация уравнений абсолют-
ного движения второго (изучаемого) тела, т.е. рассматривается регуляризация 
уравнений движения центра масс изучаемого тела, описывающих движение 
тела относительно системы координат, движущейся в инерциальной системе 
координат поступательно.

В статье развита предложенная нами в работе [43] кватернионная регуляриза-
ция уравнений относительного движения изучаемого тела, т.е. уравнений движе-
ния центра масс изучаемого тела, описывающих движение этого тела в системе 
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координат, вращающейся в инерциальной системе координат по произвольно 
заданному закону, а также развита предложенная в этой работе кватернионная 
регуляризация уравнений движения изучаемого тела относительно системы 
координат, связанной с Землей, принимаемой за первое (центральное) тело.

Предложены регулярные кватернионные уравнения возмущенного движе-
ния искусственного спутника Земли относительно системы координат, свя-
занной с Землей, в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и в 
модифицированных четырехмерных переменных, предложенных нами ранее. В 
полученных уравнениях относительного возмущенного движения учитываются 
зональные, тессеральные и секториальные гармоники гравитационного поля 
Земли. Эти уравнений удобны для изучения движения ИСЗ, поскольку многие 
силы, действующие на спутник, и в первую очередь сила притяжения Земли 
(точнее, потенциал гравитационного поля Земли), зависят от относительных 
координат местоположения спутника: от географических координат (широты 
и долготы) спутника, а не от его абсолютных координат в инерциальной си-
стеме координат.

Полученные уравнения имеют вид уравнений относительного движения 
четырехмерного возмущенного осциллятора. Они, в отличие от классических 
уравнений, регулярны (не содержат особых точек типа сингулярности (деле-
ния на ноль)) для движения спутника в ньютоновском гравитационном поле 
Земли под действием возмущающих сил, в описании которых не содержатся 
отрицательные степени расстояния спутника до центра Земли выше первой. В 
этих уравнениях помимо основных переменных, которыми являются перемен-
ные Кустаанхеймо–Штифеля или наши модифицированные переменные, ис-
пользуются дополнительные переменные: энергия движения спутника и время. 
Новая независимая переменная связана с временем дифференциальным соот-
ношением Зундмана, содержащим расстояние спутника до центра масс Земли. 

Полученные уравнения относительного возмущенного движения спутника 
в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и в на-
ших модифицированных четырехмерных переменных, в отличие от уравнений 
возмущенного абсолютного движения спутника в этих переменных, позволяют 
непосредственно изучать движение спутника относительно Земли. При этом 
географическая долгота, фигурирующая в формуле, описывающей тессераль-
ные и секториальные гармоники потенциала гравитационного поля Земли, 
вычисляется не по формулам, используемым в случае абсолютного движения 
и содержащим в явном виде время t, а по формулам, не содержащим время t.

Уравнения возмущенного движения спутника относительно Земли в моди-
фицированных переменных имеют более простую и симметричную структуру 
в сравнении с уравнениями этого движения спутника в переменных Куста-
анхеймо–Штифеля. Это обусловлено тем, что выражения геоцентрической 
широты, от которой зависит потенциал гравитационного поля Земли, через 
модифицированные переменные представляются в двух различных, более ком-
пактных симметричных формах в сравнении с ее представлением в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля.
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Полученные уравнения удобны для применения методов нелинейной ме-
ханики и высокоточных численных расчетов при исследовании орбитального 
движения КА относительно Земли и прогнозе движения КА.

Отметим, что обзор работ по кватернионной регуляризации дифференциаль-
ных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел и возмущенного 
центрального движения материальной точки с использованием переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля и модифицированных четырехмерных переменных 
(уравнений, традиционно рассматриваемых в рамках теории абсолютного дви-
жения материальной точки) был дан автором статьи в его недавней работе [63]. 
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QUATERNION REGULAR EQUATIONS OF THE TWO-BODY 
PROBLEM AND THE PROBLEM OF THE MOTION OF A SATELLITE 
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Abstract  –  The article develops the quaternion regularization of differential 
equations (DE) of the relative perturbed motion of the body under study, which we 
previously proposed within the framework of the perturbed spatial problem of two 
bodies: the equations of motion of the center of mass of this body in a coordinate 
system rotating in an inertial coordinate system according to an arbitrarily given 
law, and also develops a quaternion regularization of the motion DEs for the 
body under study relative to the coordinate system associated with the Earth. New 
quaternion DEs for the perturbed motion of an artificial Earth satellite relative to the 
coordinate system associated with the Earth are proposed. These equations have (in 
new times) the form of DE for the relative motion of a perturbed four-dimensional 
oscillator in the Kustaanheimo-Stiefel variables or in the modified four-dimensional 
variables we proposed, supplemented by DEs for the satellite’s motion energy and 
time. These equations for the perturbed relative motion of the satellite take into 
account the zonal, tesseral and sectorial harmonics of the Earth’s gravitational 
field. The proposed equations, in contrast to classical equations, are regular (do not 
contain special points such as singularity (division by zero)) for the relative motion 
of a satellite in the Newtonian gravitational field of the Earth. The equations are 
convenient for applying methods of nonlinear mechanics and high-precision 
numerical calculations when studying the orbital motion of a satellite relative to the 
Earth and predicting its motion.

Keywords: perturbed spatial two-body problem, artificial Earth satellite, quaternion 
regularization, regular quaternion equations, absolute and relative motion, 
Kustaanheimo-Stiefel variables, modified four-dimensional variables, energy of 
motion; zonal, tesseral and sectorial harmonics of the Earth’s gravitational field
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Представлена принципиальная схема и математическая модель функцио-
нирования нового пьезоэлектрического мембранного (MDS) актюатора с 
двойными спиралями (DS) электродов на верхней и/или нижней поверх-
ностях тонкого пьезоэлектрического слоя с осесимметричной и периоди-
ческой (с малым периодом) по радиальной координате взаимообратной 
электрической поляризацией. Поляризация слоя осуществлена в резуль-
тате подключения поляризующего значения электрического напряжения 
к выходам двойных спиралей электродов. Электроды каждой (верхней и 
нижней) двойной спирали MDS-актюатора выполнены в виде электро-
дированных ленточных покрытий на поверхностях пьезоэлектрического 
слоя в непосредственной близости друг от друга (что обусловлено малым 
шагом спирали) для создания высоких значений напряженности электри-
ческого поля вдоль силовых линий в локальных областях пьезоэлектри-
ческого слоя между ними при подключении к электродам переменного 
или постоянного управляющего электрического напряжения, в частности 
с положительным и отрицательным значениями электрических потен-
циалов. Важным является то, что силовые линии электрического поля и, 
как следствие, поляризация пьезоэлектрического слоя MDS-актюатора 
ориентированы в основном вдоль (т.е. по направлению или против) ради-
альной координаты мембраны, в отличие от многих традиционных схем 
актюаторов. Результаты численного моделирования для круглой упругой 
мембраны с установленными на ее верхней и нижней поверхностях пье-
зоэлектрическими актюаторами подтвердили эффективность предложен-
ного пьезоэлектрического MDS-актюатора при его функционировании 
по схеме “биморф”, в том числе с использованием предложенного нового 
конструктивного элемента (секции) – пьезоэлектрического MDS-“коль-
ца поджатия” при различных геометрических и управляющих параметрах. 
Выявлен эффект значительного увеличения прогиба мембраны с уста-
новленными пьезоэлектрическими MDS-актюаторами по сравнению с 
использованием традиционных однородных пластинчатых пьезоэлектри-
ческих актюаторов биморфного типа для различных условий закрепления 
мембраны, в частности неподвижного (жесткого) закрепления ее центра. 
Для гибридного пьезоэлектрического MDS-актюатора, включающего в 
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1. Введение. Пьезоактивные композиты с пьезоэлектрическими и/или маг-
нитострикционными элементами структуры используются в современных 

“интеллектуальных” конструкциях в качестве функциональных элементов: 
преобразователей, датчиков, актюаторов [1–5], функционирующих на основе 
эффектов связанностей деформационного, электрического и/или магнитного 
полей. Пьезоэлектрические датчики работают в режиме генератора на основе 
прямого пьезоэффекта с преобразованием внешнего динамического усилия 
в деформирование пьезоэлемента и далее в электрические сигналы напряже-
ния или заряда на электродах с их последующей регистрацией и обработкой 
приемным устройством. Пьезоэлектрические актюаторы основаны на обрат-
ном пьезоэффекте – преобразовании электрических сигналов от внешнего 
источника питания в перемещения (деформации) и/или механические усилия 
исполнительных элементов. Недостатком традиционных пьезоэлектрических 
актюаторов является малая эффективность – отношение величины (амплиту-
ды) осевых перемещений рабочих участков поверхности пьезоэлектрического 
актюатора к значениям приложенного управляющего напряжения вследствие 
малости деформационных пьезомодулей материала (керамики) пьезоэлектри-
ческого слоя.

Гибкие биморфные пьезоэлектрические слоистые структуры (биморфы) 
консольного или мембранного типов состоят из двух или более однородных 
пьезоэлектрических слоев (пластин, пленок) равной толщины с одинаковой 
или противонаправленной поляризацией, внутренних (межслойных) и наруж-
ных электродов [6–13]. Гибкие биморфы используются в качестве генераторов 
электрической энергии [9, 14–18], датчиков [8, 19, 20] и “актюаторов” – пьезоэ-
лектрических преобразователей электрических сигналов от источника питания в 
движение (микроперемещение), манипулирования или сборки микромасштаб-
ных объектов [7, 8, 10, 13, 21–29], в частности пьезоэлектрических шаговых 

себя независимые концентрические круговую и кольцевую (т.е. “кольцо под-
жатия”) секции, выявлен немонотонный характер и осуществлен численный 
анализ нелинейной зависимости наибольшего прогиба в центре шарнир-
но-неподвижно закрепленной по краю мембраны от отношения радиусов 
ее круговой и кольцевой MDS-секций. Выявлены случаи, при которых про-
является эффект “кольца поджатия”, т.е. когда максимальный прогиб мем-
браны с “кольцом поджатия” превышает наилучшее возможное значение 
прогиба этой мембраны без его использования по традиционной схеме “би-
морф”. Новый пьезоэлектрический MDS-актюатор может быть использован 
в микромеханике, управляемой оптике, сенсорной технике, акустике, в част-
ности при изготовлении пьезоэлектрических акустических или сенсорных 
элементов мембранного типа, электромеханических преобразователей для 
сбора вибрационной энергии.

Ключевые  слова: пьезоэлектрический MDS-актюатор, двойная спираль 
электродов, биморф, изгиб мембраны, начальная нагрузка, кольцо поджа-
тия, численное моделирование
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двигателей [22], микрозахватов [24], элементов управления геометрией отражаю
щих [13] или аэродинамических [27, 29] поверхностей в современных мик-роэ-
лектромеханических системах (МЭМС), системах автоматического управления 
радиотехники, электроники, оптики, аэрокосмической и медицинской техники. 
Гибкий биморфный пьезокантилевер [7, 23] работает как исполнительный ме-
ханизм (актюатор) и одновременно как датчик самоконтроля – мониторинга 
информации о текущем значении действующей на кантилевер внешней силы 
и/или смещения (прогиба). Многослойные гибкие биморфы [13] используют 
для повышения чувствительности – отношения величины изгибных деформа-
ций биморфа к приложенному на электроды управляющему электрическому 
напряжению, в частности, когда отражающая поверхность деформируемого 
зеркала расположена на внешней стороне одного из слоев биморфа [13]. Пье-
зоактюатор с управляемой жесткостью на изгиб [30] представляет собой много-
слойный пакет из элементарных биморфных слоев с управляемой механической 
связанностью между смежными слоями. Широкое применение в различных 
областях науки, и в частности аэрокосмической техники, находят современные 
MFC-актюаторы [31], которые состоят из композитного пьезоэлектрического 
слоя в виде близко уложенных в один ряд однонаправленных пьезокерамиче-
ских (PZT-5A) стержней – волокон с прямоугольным поперечным сечением 
в полимерном (эпоксидном) связующем, на верхней и нижней поверхности 
пьезоэлектрического слоя установлены пленочные “встречно-гребенчатые” 
взаимодействующие электроды (IDE), расстояния между соседними разнона-
правленными прямолинейными узкими тонкими полосками электродов 0,5 мм, 
при этом полная толщина такого пленочного MFC-актюатора 0.3 мм [32–35]. 
Дополнительное улучшение рабочих характеристик MFC-актюатора возможно 
посредством использования монокристаллических пьезоэлектрических волокон 
[33] вместо традиционно используемых поликристаллических пьезоэлектриче-
ских волокон в композитном пьезоактивном слое актюатора. Необходимость 
использования сегментированных электродов для электромеханических пре-
образователей (актюаторов) сбора вибрационной энергии деформирования 
зажатой с обоих торцов балки исследована в [36], что обусловлено наличием 
узловых “точек перегиба” – точек смены знака кривизны изогнутой оси балки 
при таком виде закрепления.

Эффект увеличения пьезоэлектрических модулей предварительно напря-
женных пластинчатых пьезоэлектрических элементов исследован ранее в [29, 
37, 38]. Повышение пьезочувствительности биморфа в составе конструкции, 
когда биморф закрепляют на поверхности гибкой подложки, например об-
шивке аэродинамического профиля лопасти [29], осуществляется посредством 
начального сжатия гибкой подложки. В [39] предложено уникальное устрой-
ство эллиптического, в частности, кругового пьезоэлектрического гибридного 
биморфно-мембранного (GBM) актюатора изгибного типа, которое включает 
в себя две пьезоэлектрические секции – центральную круговую биморфную 

“секцию инициации” изгиба и кольцевую “секцию поджатия” с общим вну-
тренним круговым электродом и различными для каждой секции внешними 
двухсторонними управляющими электродами. Пьезоэлектрическая секция 
поджатия имеет ленточный кольцевой вид и расположена вдоль круговой 
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границы мембраны (общего для обеих секций внутреннего кругового электрода 
на срединной поверхности), неподвижно закрепленной (шарнирно или жестко) 
по своему периметру. В целом пьезоэлектрический GBM-актюатор имеет вид 
тонкого гибкого пакета из двух круговых пьезоэлектрических слоев (пластин) с 
разделяющим их внутренним круговым электродом – упругой электропроводной 
подложкой в виде мембраны, неподвижно (шарнирно или жестко) закреплен-
ной по своему краю, при этом на нижней и верхней поверхностях этого пакета 
слоев попарно (друг напротив друга) установлены концентрические круговые 
и кольцевые управляющие электроды – электродированные покрытия каждой, 
т.е. круговой и кольцевой секций. Поляризация, в общем различная для обеих 
секций пьезоэлектрических слоев, осуществляется посредством приложения 
поляризующего электрического напряжения к внешним электродам каждой из 
секций и общему внутреннему электроду гибридного актюатора. Функциони-
рование пьезоэлектрического GBM-актюатора осуществляется подключением, 
в, общем знакопеременного управляющего электрического напряжения Ucon  и 
знакопостоянного электрического напряжения поджатия U0  на соответствую
щие внешние круговые и кольцевые управляющие электроды обеих секций 
относительно заданного, например равного нулю, электрического потенциала 
на внутреннем электроде. Поляризации слоев и знаки электрических напря-
жений Ucon , U0  для каждой из секций обуславливают изгиб круговой секции 
по схеме “биморф” и возникновение распределенного усилия поджатия p0  по 
периметру мембраны. Величина усилия поджатия p0  не превышает значения 
потери устойчивости мембраны, что обуславливает возвращение мембраны из 
изогнутого (например, для случая Ucon  > 0, U0 ¹ 0 ) в начальное прямолиней-
ное состояние при Ucon  = 0, U0 ¹ 0 . При смене знака управляющего электри-
ческого напряжения (Ucon  < 0, U0 ¹ 0 ) направление прогиба изменяется на 
противоположное с сохранением эффекта усиления. В результате эффект улуч-
шения изгибных характеристик гибридного мембранного пьезоэлектрического 
актюатора проявляется как при знакопостоянных, так и при знакопеременных 
значениях управляющего электрического напряжения Ucon  на управляющих 
внешних электродах круговой (биморфной) секции.

Цель – разработка математической модели гибридного (двухсекционно-
го, т.е. с круговой и кольцевой секциями) мембранного пьезоэлектрического 
MDS-актюатора [40] с плоскими двухсторонними двойными спиралями взаи-
модействующих поверхностных электродов, численный анализ эффективности 
предложенного MDS-актюатора в качестве накладных круговых и кольцевых 
композитных пьезоактивных элементов на верхней и нижней поверхностях 
тонкой упругой мембраны с учетом действия “кольца поджатия” [39] при раз-
личных геометрических и управляющих параметрах. 

1. Пьезоэлектрический MDS-актюатор. Представлен новый пьезоэлектриче-
ский мембранный (MDS) актюатор (рис. 1) с двойными спиралями (DS) элек-
тродов на верхней и/или нижней поверхностях тонкого пьезоэлектрического 
слоя (с осесимметричной взаимообратной поляризацией слоя по радиальной 
координате) для осуществления управляемых осесимметричных радиальных 
осевых деформаций и перемещений. Тонкий пьезоэлектрический слой и в 
целом MDS-актюатор имеют вид сплошной или кольцевой эллиптической, 
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тонкой и гибкой композитной пластины (пленки), в частности круговой формы 
(см. рис. 1) с внешним защитным электроизолирующим покрытием, при этом 
двухпроводная токопроводящая линия MDS-актюатора выполнена в виде двух 
(верхней и нижней) эллиптических (круговых) ленточных двойных спиралей 
(т.е. “двухзаходной” спирали) электродов. Электроды каждой (верхней и ниж-
ней) двойной спирали MDS-актюатора выполнены в виде электродированных 
ленточных покрытий на поверхности пьезоэлектрического слоя в непосред-
ственной близости друг от друга (что обусловлено малым шагом спирали) для 
создания высоких значений напряженности электрического поля вдоль силовых 
линий (рис. 2, а) в локальных областях пьезоэлектрического слоя между ними 
при подключении к ним переменного или постоянного управляющего электри-
ческого напряжения Ucon, в частности с положительным (+) и отрицательным 
(–) значениями электрических потенциалов. Важным является то, что силовые 
линии электрического поля и, как следствие, периодические взаимообратные 
поляризации ±p пьезоэлектрического слоя MDS-актюатора ориентированы в 
основном вдоль (т.е. по направлению или против) радиальной координаты ρ 
мембраны в отличие от традиционных схем (рис. 2, b) актюаторов. Отметим, 
что поверхностные электроды традиционных пьезоэлектрических актюаторов 
выполнены, как правило, в виде сплошных электродированных покрытий (рис.2, 
b) на боковых (верхней и нижней) поверхностях пьезоэлектрического слоя, 
при этом поляризация p пьезоэлектрического слоя ортогональна радиальной 
координате ρ мембраны. Первая двойная спираль электродов токопроводя-
щей линии пьезоэлектрического MDS-актюатора расположена на верхней, а 

Рис. 1. MDS-актюатор с двойными спиралями электродов на верхней и нижней поверхностях 
пьезоэлектрического слоя.

Рис. 2. Расположение электродов на верхней и нижней поверхностях и направление поляризаций 
в поперечном радиальном сечении пьезоэлектрического слоя ±p для MDS (а) и традиционного 
p (b) актюаторов.
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вторая – на нижней поверхности пьезоэлектрического слоя (рис. 1), при этом 
однополярные, т.е. с положительным (+) или отрицательным (–) потенциалом 
электроды верхней и нижней двойных спиралей, расположены друг напротив 
друга на расстоянии, равном толщине пьезоэлектрического слоя (рис. 2, а). Взаи
мообратная поляризация локальных областей пьезоэлектрического слоя между 
витками двойных спиралей электродов токопроводящей линии осуществляется 
посредством приложения соответствующего поляризующего электрического 
напряжения к электродам двойных спиралей. 

2. Функционирование MDS-актюатора. Пленочные пьезоэлектрические 
MDS-актюаторы (рис. 1, рис. 2, а) устанавливаются, в частности приклеива-
ются, на верхней и нижней поверхностях гибкой упругой мембраны (рис. 3), 
закрепленной, например, по своему внешнему контуру или на малом локальном 
(круглом) участке в центре основания. Осуществляется подключение управ-
ляющих электрических напряжений Ucon1, Ucon2 = -Ucon1 к электродам верхнего 
(Ucon1) и нижнего (Ucon2) MDS-актюаторов. 

Для верхнего MDS-актюатора с управляющим электрическим напряже-
нием Ucon1 > 0 силовые линии электрических полей сонаправлены линиям 
криволинейной поляризации его пьезоэлектрического слоя, а для нижнего 
MDS-актюатора при Ucon2 < 0 – противоположно направлены. При этом для 
обоих MDS-актюаторов в локальных областях пьезоэлектрических слоев меж-
ду витками электродов возникают высокие значения напряженности E1,2 ≈ 
Ucon1,2/Δ1 электрического поля, что обусловлено малым значением расстояния 
Δ1 = 0.5мм между соседними взаимодействующими электродами и большими (до 
1500 В) величинами управляющих напряжений Ucon1,2. В результате обратного 
пьезоэффекта в пьезоэлектрических слоях обоих MDS-актюаторов возникают 

“рабочие” сжимающие или растягивающие (в зависимости от знака управляю
щего электрического напряжения Ucon) осевые деформации вдоль силовых 

Рис. 3. Круглая мембрана с установленными по типу “биморф” MDS-актюаторами: 1 – мембрана, 
2, 3 – верхний и нижний MDS-актюаторы.
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(радиальных) линий электрического поля, что обуславливает возникновение 
значительных растягивающих (εrr1) или сжимающих (εrr2) осевых радиальных 
деформаций εrr1,2 соответственно, при этом εrr2 = –εrr1 < 0. 

Для изгиба мембраны с установленными по типу “биморф” на ее верхней и 
нижней поверхностях MDS-актюаторами (рис. 3) “включаем” верхний актю-
атор на растяжение, а нижний – на сжатие по радиальной координатной оси ρ 
(линиям поляризаций MDS-актюатов). В результате действия этих факторов 
MDS-актюатор имеет улучшенные рабочие характеристики относительно многих 
известных пьезоэлектрических актюаторов (рис. 2, b). При этом пьезоэлектри-
ческий MDS-актюатор, установленный (приклеенный) на одной (например, 
верхней) или обеих (верхней и нижней) поверхностях упругой мембраны (пла-
стины) может функционировать в режиме пьезоэлектрического датчика – элек-
тромеханического преобразователя изгибных деформаций упругой мембраны 
в информативные электрические сигналы электрического напряжения Uinf на 
выходах электродов двойной спирали.

В зависимости от функционального назначения и закрепления мембраны на 
ее верхней и/или нижней поверхностях могут быть установлены дополнительные 
(при наличии центрального “кругового”) один или несколько концентрических 
кольцевых MDS-актюаторов. Значения управляющих электрических напряже-
ний на концентрических кольцевых секциях устанавливаются с учетом места 
их установки – удаленности от центра на верхней и/или нижней поверхностях 
мембраны, вида закрепления (жесткой заделки или шарнирного опирания) 
внешнего контура и, как следствие, характера распределения деформационного 
поля, т.е. локальных областей растяжения и сжатия, в частности распределе-
ния поверхностных осевых радиальных деформаций “по радиусу” мембраны 
например при ее виртуальном изгибе в отсутствие актюаторов. Отдельный 
случай имеем, когда периферийный кольцевой MDS-актюатор используется в 
качестве “кольца поджатия” мембраны с неподвижным закреплением по своему 
внешнему контуру для увеличения изгиба мембраны (например, от действия 
верхнего и нижнего круговых MDS-актюаторов по типу “биморф”) в результате 
управляемого сильного “поджатия” (без превышения предела устойчивости) 
мембраны по ее внешнему контуру [39].

3. Математическая постановка задачи. Решение задачи о контролируемом де-
формировании MDS-актюатора (рис. 1) с двойными спиралями ленточных элек-
тродов, установленными на верхней и нижней поверхностях пьезоэлектрического 
слоя в общем сводится к решению связанной краевой задачи электроупругости 
с быстро-осциллирующими квазипериодическими коэффициентам. Решение 
такой краевой задачи электроупругости может быть получено, в частности, точ-
ными асимптотическими методами осреднения Бахвалова–Победри [41], где 
дано решение подобной задачи теории упругости для рулона неоднородной по 
толщине ленты (в нашем случае это двухслойная лента с взаимообратной поля-
ризацией слоев по толщине с наличием электродов) для случая малой величины 
толщины ленты по отношению к радиусу рулона, что позволяет считать структуру 
рулона осесимметричной. Отметим, что эффективные свойства пьезоэлектри-
ческих композитов со взаимообратной поляризацией фаз исследованы ранее 
в [42], в том числе для слоистых композитов с взаимообратной поляризацией 
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слоев, когда композит имеет однородные упругие и диэлектрические свойства, 
а неоднородность – лишь для направления поляризации слоев, при этом знак 
пьезомодулей меняется на противоположный при переходе через границу слоев. 
Расчетную схему MDS-актюатора (рис. 1) считаем (аналогично [41]) осесим-
метричной, и непрерывные ленточные двойные спирали электродов с малыми 
значениями “угла подъема”, ширины δ = 0.1мм и шага 2Δ1 (относительно радиуса 
актюатора) моделируем чередующимися разнополярными концентрическими 
кольцевыми электродами (с заданными на них значениями электрических по-
тенциалов ±φ●, Ucon = 2φ●) с расстоянием Δ1 = 0.5мм между центрами соседних 
взаимодействующих кольцевых электродов (рис. 4, а).

3.1 Элементарная ячейка MDS-актюатора. Пьезоэлектрический элемент в 
области V  элементарной ячейки (рис. 4,а) имеет однородные трансверсаль-
но-изотропные электроупругие свойства, которые характеризуется тензорами 
упругих C , пьезоэлектрических e  и диэлектрических λλ  свойств керамики 
PZT-5A с прямолинейной поляризацией вдоль координатной оси ξρ. В даль-
нейшем возможно уточнение искомых решений u r( ) , ϕ( )r  посредством уче-
та особенностей реального неоднородного поля поляризации в области V  
элементарной ячейки (рис. 4, а) для заданного расположения на ней поверх-
ностных ленточных электродов (рис. 4, а) и, как следствие, неоднородности 
и криволинейной анизотропии электроупругих свойств пьезоэлектрического 
элемента, что представляет отдельную сложную задачу нелинейной механики 
пьезоэлектрических материалов [43–45]. 

Используем приведенную расчетную схему (рис. 4, b) элементарной ячей-
ки MDS-актюатора (рис. 4, а), по которой для области V в определяющих 
соотношениях 

	
σ ε

ε λ

ij ijmn mn nij n

i imn mn in n

C e E

D e E

= −

= +
	 (3.1)

с учетом прямого и обратного пьезоэффектов, где C , e , λλ  – тензоры упругих, 
пьезоэлектрических и диэлектрических свойств пьезоэлектрического элемента, 

Рис. 4. Элементарная ячейка MDS-актюатора (а) и ее приведенная расчетная схема (b) в цилин-
дрической системе координат ρ, θ, z.
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σσ , εε  – тензоры напряжений и деформаций, D , E  – векторы индукции и 
напряженности электрического поля для компоненты электрической напря-
женности E E E3 3( ) ( ) ( )ξ ξ ξ= +con ∆ , полагаем равенство

	 E E E U U3 1 1( ) / /* *ξ κ≈< >≡ = =con con con1 con∆ ∆ 	 (3.2)

из-за пренебрежимой малости величины поправки ∆E3  (обусловленной прямым 
пьезоэффектом) относительно управляющей составляющей E Econ con( )ξ ≈< > 
компоненты E3  с учетом, что значения управляющего электрического на-
пряжения Ucon  ≈ 1000В, длина элементарной ячейки ∆1 = 0.5мм (рис. 4, а), 
где <…> – оператор осреднения по области V  ячейки. В (3.2) характеристика 
ячейки κ  – это коэффициент неоднородности управляющего электрического 
поля Econ( )ξ  как решения связанной краевой задачи электроупругости для 
ячейки на рис. 4, а, который рассчитывается по формуле (3.2):

	 κ ≡ =
< >

U U
E

U
con1 con

con

con

* / ∆1 	 (3.3)

с учетом ( 0 1< <κ ) особенностей расположения поверхностных ленточных 
электродов на верхней и нижней гранях ячейки (рис. 4,а) при заданном на них 
управляющем электрическом напряжении Ucon . То есть κ  – это поправочный 
коэффициент для приведенного значения управляющего электрического напря-
жения U Ucon1 con

* = κ  (3.2) для расчетной схемы ячейки (рис. 4, b) с размещени-
ем поверхностных электродов на ее двух боковых гранях из условия равенства 
< >=E Econ con

*  электрических напряженностей обеих расчетных схем (рис. 4).
Для области V  элементарной ячейки MDS-актюатора (рис. 4, а) связан-

ная краевая задача электроупругости включает в себя уравнения равновесия 
и непрерывности

	 σij j, ,= 0  Di i, = 0 � (3.4)

для полей напряжений σσ( )r  и электрической индукции D r( ) , физические 
соотношения (3.1) с учетом прямого и обратного пьезоэффектов, выражений 
компонент деформаций εε( )r  и электрической напряженности E r( )

	 εij i j j iu u= +( ) / ,, , 2  Ei i= �φ,  	 (3.5)

через искомые поля перемещения u r( )  и электрического потенциала φ( )r . 
Определяющие соотношения (3.1) можно записать в виде:

	 ε σij ijmn mn nij nS d E= + ,  D d Ei imn mn in n= +σ λ σ( )  	 (3.6)

через тензоры упругих податливостей S C≡ −1  и пьезоэлектрических свойств

	 d S enij ijpq npqº ,  λ λσ
in in ipq npqe d( ) = + 	  (3.7)
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при значении σσ = 0 . Компоненты тензоров упругих C , пьезоэлектрических e  
и диэлектрических λλ  свойств пьезоэлектрического элемента (рис. 4, а) опреде-
ляются по выражениям (индекс 3 соответствует направлению поляризации по 
радиальной оси ρ, индексы 1 и 2 – осям θ, z в плоскости изотропии керамики):

C c c

c c c c

ijmn ij mn im jn in jm

i

= + + +

+ + − −

12 66

11 33 13 44 32 4

δ δ δ δ δ δ

δ

( )

( ) δδ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ

j m n i j mn ij m n

i m

c c

c c

3 3 3 13 12 3 3 3 3

44 66 3

+ − + +

+ −

( )( )

( )( 33 3 3 3 3 3 3

31 3 33 3

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ

jn j n im i n jm j m in

kmn k mne e e e

+ + +

= + −

)

( 11 15 3 3 3 15 3 3

1 3 1 3

2− + +

= + −

e ek m n kn m km n

kn kn k n

) ( )

( )

δ δ δ δ δ δ δ

λ λ δ λ λ δ δ 33

через известные независимые упругие ( c11 , c12 , c13 , c33 , c44 ), пьезоэлек-
трические ( e31 , e15 , e33 ) и диэлектрические ( λ1 , λ3 ) константы керамики 
PZT-5A, где δij  – символы Кронекера, c c c66 11 12 2= −( ) / , или в матричной 
форме записи:

c

c c c

c c c

c c c

c

c

ij =

11 12 13

12 11 13

13 13 33

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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0 0 0 0 0

0 0 00 0 0 66c
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15
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λ
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1
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3
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,,

где тензорные и матричные индексы связаны между собой соотношениями: 
11 1® , 22 2® , 33 3® , 23  и 32 4® , 13  и 31 5® , 12  и 21 6® .

Верхняя грань ячейки (рис. 4,а) Γ1 =Γ Γ Γ1 1 1e e
' ''



 включает в себя электро-
дированные участки Γ1e

' , Γ1e
''  – левый и правый верхние электроды, Γ1  – участок 

между ними. Аналогичные обозначения используем для участков нижней грани 
Γ2 =Γ Γ Γ2 2 2e e

' ''


. Задаем управляющее электрическое напряжение Ucon=2φ● 
через значения электрических потенциалов ± •φ  на электродах 

	 ϕ ϕ ϕ
Γ Γ1 2e e

' ' ,= = •  ϕ ϕ ϕ
Γ Γ1 2e e

'' ''= = − • ,	 (3.8)

а на остальных участках верхней, нижней и боковых граней – равенство нулю 
электрической индукции

	 ( )D ni i Γ = 0 ,	 (3.9)
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где граница Γ  – вся поверхность ячейки (рис. 4, а) за исключением участков 
электродов Γ1e

' ,..,Γ2e
'' , ni  – координаты нормали к локальному участку грани-

цы Γ  с учетом, что на боковых гранях Γ Γ3 6,...,  ячейки (рис. 4, а) имеем усло-
вия симметрии электрического (3.9) и деформационного полей. Считаем, что 
нижняя грань ячейки неподвижна, а верхняя грань – свободная поверхность, 
т.е. выполняются равенства:
	 ( ) ,σij jn Γ1

0=  u Γ2
0= .	  (3.10)

В результате численного моделирования – решения краевой задачи (3.1), 
(3.4)–(3.7) с граничными условиями (3.8)–(3.10) определено значение попра-
вочного коэффициента κ » 0 92.  для нахождения приведенного значения 
управляющего электрического напряжения U Ucon1 con

* = κ  (3.2), (3.3) расчет-
ной схемы ячейки (рис. 4, б) с размещением поверхностных электродов на ее 
двух боковых гранях.

Для случая (рис. 2, а) множества из n соединенных боковыми гранями эле-
ментарных ячеек (рис. 4, а) с общей длиной ∆ ∆n n= 1  приведенная однородная 
расчетная область Vn  (рис. 5) также имеет длину ∆n  при величине управляю-
щего электрического напряжения 
	 U nUcon con1

* *=  	 (3.11)
между двумя поверхностными электродами на внешних боковых гранях об-
ласти Vn , которое обуславливает однородную электрическую напряженность

	 E
U nU

nU
n n

ncon
* con con1

con= = =
* *

/
∆ ∆

∆κ 	  (3.12)

по всей длине ∆n  расчетной области Vn  (рис. 5) с учетом равенства

	 U nUcon con
* = κ 	 (3.13)

Отметим, что известный подход “термоаналогии” [46] основан на аналогии 
между обратным пьезоэлектрическим эффектом и термоупругим эффектом, 
поэтому прикладываемое к пьезоэлектрическому актюатору электрическое 
поле моделируется как тепловая нагрузка, а пьезоэлектрические коэффици-
енты деформации, характеризующие исполнительный механизм, вводятся как 
коэффициенты теплового расширения. В результате учитывают лишь обратный 

Рис. 5. Приведенная расчетная схема для множества n элементарных ячеек при n = 5.
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пьезоэффект от действия сравнительно больших значений управляющего элек-
трического напряжения Ucon  и, как следствие, решение задачи электроупру-
гости сводится к решению соответствующей задачи теории термоупругости с 
определяющим соотношением:
	 ε σ αij ijmn mn ijS T= + ∆  	 (3.14)

– аналогом соотношения (3.6), (3.2) вида
	 ε σ κij ijmn mn ijS d U= + 3 1con / ∆  	 (3.15)

с учетом принятого равенства E U3 1= κ con / ∆  (3.2) и используемых обозна-
чений для приведенных коэффициентов “линейного теплового расширения” 
αij  и “температуры нагрева” ∆T  в виде

	 α κij ijdº 3 1/ ,∆  ∆T Uº con ,	 (3.16)

где Ucon  – управляющее электрическое напряжение, приложенное к электродам 
ячейки (рис.4, а), т.е. к выходам двойной спирали электродов MDS-актюатора. 
Отметим, что гомогенизированные (эффективные) электроупругие свойства 
MDS-актюатора с поляризацией по радиальной координате могут быть при-
равнены к эффективным свойствам MFC-актюатора [32, 34, 35] с аналогичной 
(рис. 4) представительной ячейкой.

3.2. Мембраны с двухсторонними MDS-актюаторами. Расчетные схемы мем-
бран с установленными на верхней и нижней поверхностях MDS-актюаторами 
в виде осесимметричных однородных пьезоэлектрических (с поляризацией по 
радиальной координате) кольцевых покрытий (слоев) из керамики PZT-5A даны 
на рис. 6, в том числе с наличием периферийных “колец поджатия” на рис. 6, 
c. Изотропные упругие свойства мембраны характеризуем модулем Юнга 20 
ГПа, коэффициентом Пуассона 0.3. Были заданы следующие значения геоме-
трических параметров расчетной области: внешний радиус мембраны b = 6 см, 
толщина мембраны h = 0.2 мм; толщина каждого MDS-актюатора ha = 0.3 мм, 
a0 ≈ 0.1мм – внутренний радиус (электрода) центрального актюатора. Область 
мембраны – ρ Î ( ; )0 b , z h h∈ −( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2 , область верхнего цен-
трального актюатора – ρ Î ( ; )a a0 , z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2  с элект-
родированными поверхностями при ρ = a0  (электрод I1e

' ) и ρ = a  (электрод 
I1e

'' ) при z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , для области нижнего центрального актюатора 
отличие лишь в значении z h h ha∈ − − −( / ; / )2 2  и обозначениях I2e

' , I2e
''  

соответствующих электродов. Область верхнего периферийного актюатора 
“кольца поджатия” – ρ Î ( ; )a b , z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2  с электро-
дированными поверхностями при ρ = a  (электрод II1e

' ) и ρ = b  (электрод 
II1e

'' ), z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , для области нижнего периферийного актюатора 
отличие лишь в значении z h h ha∈ − − −( / ; / )2 2  и обозначениях II2e

' , II2e
''  

соответствующих электродов (рис. 6, c). 
Нагружение пьезоэлектрических актюаторов осуществляется (рис. 5) приложени-

ем приведенных величин U nUcon
*

con= κ 1 , U n U0
*

0= κ 2  (3.11)–(3.13) управляющих 
электрических напряжений Ucon , U0  на соответствующие пары концентрических 
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кольцевых электродов – внутреннюю и внешнюю электродированные циллин-
дрические поверхности соответствующего актюатора, в частности подключаем 
величины ±κnU1 con  – соответственно для электродов I1e

' , I1e
''  верхнего ( κnU1 con ) 

и для электродов I2e
' , I2e

''  нижнего (-κnU1 con ) центральных актюаторов, величина 
κn U2 0  – для электродов II1e

' , II1e
''  верхнего и (такая же) для электродов нижнего II2e

'

, II2e
''  периферийных актюаторов, где n a a1 0 1≈ −( ) / ∆ , n b a2 1≈ −( ) / ∆  – число 

элементарных ячеек (рис. 4, а) вдоль радиуса соответствующего пьезоэлектрического 
актюатора, Ucon , U0 ºU0con  – действительные значения управляющих электри-
ческих напряжений, подключаемые к выходам двойных спиралей электродов рас-
сматриваемых центральных и периферийных MDS-актюаторов с учетом найденного 
численного значения коэффициента κ » 0 92.  (3.2), (3.3). Выполняются условия 
идеального контакта (т.е. условия непрерывности полей перемещений u, электри-
ческого потенциала φ, компонент векторов напряжений σzz , σ ρz  ( σ θz = 0  в силу 
осевой симметрии задачи) и электрической индукции Dz ) на межфазных границах 
c нормалью n = { ; ; }0 0 1  между мембраной и актюаторами (рис. 6), в частности, 
когда ρ Î ( ; )a a0 , z h= ± / 2  , и дополнительно при ρ Î ( ; )a b , z h= ± / 2  для 
случая на рис. 6,c. Для случая на рис. 6,а локальная круглая область в центре ниж-
ней поверхности мембраны ρ Î ( ; )0 0a , z h= − / 2  неподвижно закреплена, т.е. 
здесь u ρ∈ =− =( ; ), /0 20

0a z h , а при ρ Î ( ; )0 0a , z h= / 2  – свободная поверхность, 
при этом свободной также является боковая цилиндрическая граница мембраны 
при ρ = b , z h h∈ −( / ; / )2 2  . Для случаев на рис. 6, b,c свободные поверхности 
имеем при ρ Î ( ; )0 0a , z h= ± / 2 , при ρ = b , z h h∈ − ∪( / ; ) ( ; / )2 0 0 2  на внеш-
ней боковой цилиндрической границе мембраны и дополнительно при ρ Î ( ; )a b

Рис. 6. Приведенные расчетные схемы мембраны с MDS-актюаторами (а)–(c) при наличии 
“колец поджатия” (c), где 1 – мембрана, 2, 3 – верхний и нижний актюаторы, 4 – жесткое за-
крепление по центру (а), 5 – шарнирное неподвижное закрепление, 6, 7 – “кольца поджатия”, 
p* – радиальная поляризация.
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, z h= ± / 2  для случая на рис. 6, b с закреплением внешнего контура мембраны 
u ρ= = =b z, 0 0  при ρ = b  , z = 0 . Cвободными поверхностями также являются 
внешние границы центральных актюаторов (ρ Î ( ; )a a0 , z h ha= ± +( / )2 ) и 
мембраны (ρ Î ( ; )a b , z h= ± / 2) для случаев на рис. 6, а, b, а для случая на рис. 6, 
c – при ρ Î ( ; )a b0  , z h ha= ± +( / )2 . На перечисленных свободных поверхностях 
(c соответствующей нормалью n) выполняются равенства нулю векторов напря-
жений σij jn  и электрической индукции D nj j . 

Отметим, что расчетные схемы на рис. 6 в рамках “термоаналогии” [46] 
(3.14)–(3.16) соответствуют случаям “нагрева” ΔT1 > 0 и “охлаждения”  
ΔT2 < 0 (или наоборот) верхнего и нижнего центральных покрытий и “нагрева” 
ΔT0 > 0 обоих (верхнего и нижнего) переферийных кольцевых покрытий – “ко-
лец поджатия” на рис. 6, c. 

4. Результаты численного моделирования. 4.1. Эффект MDS-актюатора. Про-
ведем сравнение картин деформирования мембран (рис. 6, а) с различными, 
в частности новыми MDS (рис. 2, а), и традиционными пластинчатыми (рис. 
2, b) актюаторами на основе керамики PZT-5A, установленными на верхней и 
нижней поверхностях мембраны по схеме “биморф”, при одинаковых значениях 
геометрических параметров мембран, актюаторов и значении управляющего 
электрического напряжения Ucon . На рис. 7 и в табл. 1 даны в сравнении эпю-
ры прогибов (рис. 7) и наибольшие значения прогиба wb на внешнем контуре 
мембраны (табл. 1) с MDS-актюаторами (рис. 6, а) и традиционными (рис. 2, b) 
пьезоэлектрическими (поляризованными по толщине, т.е. по оси z) пластинами 
по схеме “биморф” при значениях управляющих электрических напряжений 
U Ucon2 con1= −  = 1000 В, при этом верхняя пьезоэлектрическая пластина сжи-
мается, а нижняя – растягивается в радиальном направлении. Выявлен эффект 
значительного – более чем в 50 раз увеличения численного значения прогиба 
(рис. 7, табл. 1) на свободном краю мембраны с двухсторонними (т.е. установ-
ленными на ее верхней и нижней поверхностях) пьезоэлектрическими MDS-ак-
тюаторами по сравнению с использованием двухсторонних традиционных 
однородных пластинчатых пьезоэлектрических актюаторов биморфного типа, 
например при неподвижном жестком закреплении центра мембраны (рис. 6, а).

Рис. 7. Эпюра перемещений мембраны (закрепленной по центру) с установленными двухсто-
ронними MDS (a) и традиционными пластинчатыми (b) актюаторами.
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4.2. Эффект MDS-“кольца поджатия”. Считаем, что на обеих (верхней 
и нижней) поверхностях мембраны установлены центральные (a0 < ρ < a) 
(рис. 6, b, c) и дополнительные периферийные “кольца поджатия” (a < ρ < b) 
(рис. 6, c) в виде пьезоэлектрических покрытий с приведенными характе-
ристиками MDS-актюаторов, где радиус a = qb, коэффициент q = 0.2, 0.6, 
0.8, 1; при значении q = 1 “кольца поджатия” отсутствуют. Были заданы 
следующие три (I, II, III) различные сочетания (Ucon1 ,Ucon2 ) управляющих 
электрических напряжений на верхнем Ucon1  и нижнем Ucon2  центральных 
MDS-актюаторах: I – (1000, –1000), II – (1500, –1500), III – (1500, –500). 
При наличии верхнего и нижнего периферийных кольцевых MDS-актюа-
торов – “колец поджатия” (рис. 6, c) на них были заданы одинаковые зна-
чения управляющих электрических напряжений, равные U0  = 0, 1000 В, 
1500 В, т.е. задаем на них режимы “выключено” (для сравнения с режимом 

“включено”) или “сильное растяжение” – это случай “поджатия” мембраны. 
Результаты численного моделирования, в частности эпюры перемещений 
мембраны с центральными MDS-актюаторами без “кольца поджатия” и 
с “кольцом поджатия” при q = 0.2, 0.6, 1, представлены на рис. 8, графи-
ки зависимостей прогиба w0  в центре мембраны от параметра q для трех 
(I, II, III) различных комбинаций значений управляющих электрических 
напряжений на верхнем Ucon1  и нижнем Ucon2  центральных MDS-актюа-
торах мембраны – на рис. 9 (табл. 2, 3). Нелинейность графиков на рис. 9 
обусловлена конструктивным фактором (взаимодействием центральных и 
периферийных актюаторов) при линейности физических и геометрических 
соотношений электроупругости для используемых материалов. Прогиб w0  
центра мембраны радиусом b  с установленными на ней центральными и 
периферийными актюаторами (рис. 6, c) с радиусом a  границы между ними 
в общем складывается из двух составляющих w w0

1
0
2( ) ( )+ , где w0

1( )  – про-
гиб, обусловленный действием центральных “биморфных” актюаторов, 
w0

2( )  – дополнительный прогиб, обусловленный действием на изогнутую 
(с прогибом w0

1( ) ) мембрану сжимающего (в плоскости мембраны) усилия 
от периферийных актюаторов – “колец поджатия”. В результате при уве-
личении значения параметра q a b= /  увеличивается размер центральных 

“биморфных” актюаторов и, как следствие, увеличивается “начальный” из-
гиб мембраны w0

1( ) , однако при увеличении q  уменьшается размер “колец 
поджатия” и, как следствие, уменьшаются величина поджатия и значение 
составляющей прогиба w0

2( ) , что обуславливает немонотонный характер 
графиков зависимости результирующего прогиба w w w0 0

1
0
2= +( ) ( )  в центре 

мембраны от параметра q  на рис. 9. Дополнительно можно отметить, что 

Таблица 1. Прогиб wb  на краю мембраны, закрепленной по центру

Вид актюатора wb мм,

MDS-актюатор 0.456

Традиционный актюатор 0.009
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на рис. 9 графики для мембран с актюаторами без “кольца поджатия” (─) 

расположены несколько выше графиков для случая наличия “выключенных” 

(т.е. при U0 = 0) “колец поджатия”, так как наличие “кольца поджатия” 

увеличивают изгибную жесткость устройства (рис. 6, c) в целом.

Таблица 2. Прогиб w0  в центре мембраны с двухсторонними круговыми MDS-
актюаторами без “кольца поджатия”

q U
U

1 con

2 con
w0 мм,

0.2

I→
−








1000
1000

0.139

II→
−








1500
1500

0.209

III→
−








1500
500 0.173

0.4

I 0.282

II 0.424

III 0.361

0.6

I 0.379

II 0.568

III 0.477

0.8

I 0.454

II 0.681

III 0.525

1

I 0.398

II 0.596

III 0.502
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Таблица 3. Прогиб w0  в центральной точке мембраны с двухсторонними 
круговыми MDS-актюаторами и MDS-“кольцом поджатия”

q
U
U

1 con

2 con

w0 мм,

U0 = 0 В U0 = 1000 В U0 = 1500 В

0.2

I→
−








1000
1000 0.102 0.498 0.696

II→
−








1500
1500

0.153 0.549 0.747

III→
−








1500
500

0.110 0.505 0.703

0.4

I 0.224 0.601 0.791

II 0.336 0.713 0.902

III 0.248 0.625 0.815

0.6

I 0.326 0.612 0.757

II 0.489 0.774 0.918

III 0.371 0.658 0.803

0.8

I 0.387 0.5458 0.625

II 0.580 0.738 0.818

III 0.458 0.618 0.698

1

I 0.398 0.398 0.398

II 0.596 0.596 0.596

III 0.502 0.502 0.502
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Заключение. Представлена принципиальная схема и математическая модель 
функционирования нового пьезоэлектрического мембранного (MDS) актюатора 
с двойными спиралями (DS) электродов [40] на верхней и/или нижней поверх-
ностях тонкого пьезоэлектрического слоя с осесимметричной и периодической 
(с малым периодом) по радиальной координате взаимообратной электрической 
поляризацией. Выявлен эффект значительного увеличения рабочих изгибных 

Рис. 8. Эпюры перемещений мембраны с круговыми MDS-актюаторами без “кольца поджатия” 
(a, c, e) и с “кольцом поджатия” III (b, d) при q = 0.2 (a, b), 0.6 (c, d), 1 (e).
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Рис. 9. Прогиб w0  [мм] в центре мембраны для случаев I (a), II (b), III (c) с круговыми MDS-ак-
тюаторами без “кольца поджатия” (─) и с MDS-“кольцом поджатия” для случаев U0 = 0 (○), 1000 
В (Δ), 1500 В (□).
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характеристик, в частности прогиба (рис. 7, табл. 1) и блокирующего усилия 
исполнительных участков мембраны с двухсторонними (т.е. установленными на 
ее верхней и нижней поверхностях) пьезоэлектрическими MDS-актюаторами по 
сравнению с использованием традиционных однородных пластинчатых пьезо-
электрических актюаторов биморфного типа для различных условий закрепле-
ния мембраны, например неподвижного жесткого закрепления ее центра (рис. 
6, а). Выявлен (рис. 9, табл. 2, табл. 3) немонотонный характер и осуществлен 
численный анализ нелинейной зависимости прогиба w0  от геометрического 
параметра q – отношения радиуса центрального MDS-актюатора к радиусу 
мембраны при фиксированных значениях других параметров численной модели 
мембраны с двухсторонними центральными (круговыми) и периферийными 
кольцевыми пьезоэлектрическими MDS-актюаторами (рис. 6,б, в). Выявлены 
диапазоны значений параметра q, при которых “кольцо поджатия” обуславли-
вает эффект – величина прогиба w0  центра мембраны превышает наилучшее 
возможное значение (без его использования, т.е. по традиционной схеме “би-
морф” даже при использовании разработанных круговых MDS-актюаторов) 
для каждого из трех случаев: I (рис. 9, а), II (рис. 9, b), III (рис. 9, c) различных 
комбинаций значений управляющих электрических напряжений на верхнем 
(Ucon1 ) и нижнем (Ucon2 ) круговых MDS-актюаторах и различных значений 
управляющего электрического напряжения U0  на MDS-“кольце поджатия” 
мембраны (рис.6, b, c), закрепленной по своей границе по типу “неподвиж-
ный шарнир”. Наиболее ярко этот эффект наблюдается в диапазоне значений 
q Î ( . ; . )0 4 0 6  для случая II (рис. 9, b). Результаты численного моделирования 
подтвердили, что предложенное техническое решение – устройство мембран-
ного пьезоэлектрического MDS-актюатора с плоской двойной спиралью элект-
родов – позволяет значительно повысить эффективность пьезоэлектрического 
актюатора. Использование предложенного двухстороннего пьезоэлектриче-
ского MDS-“кольца поджатия” (рис. 6, c) [39], установленного на верхней и 
нижней поверхностях упругой мембраны вблизи ее неподвижной границы, в 
частности заделки или шарнирного закрепления периметра круглой мембраны 
(рис. 9), дополнительно значительно повышает эффективность разработанного 
устройства. MDS-актюатор может быть использован в микромеханике, управ-
ляемой оптике, сенсорной технике, акустике, в частности при изготовлении 
пьезоэлектрических акустических или сенсорных элементов мембранного типа, 
электромеханических преобразователей сбора вибрационной энергии.

Результаты получены при выполнении государственного задания Мини-
стерства науки и высшего образования Российской Федерации на выполнение 
фундаментальных научных исследований (проект № FSNM-2023-0006).
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Abstract  –  A schematic diagram and mathematical model of functioning of a new 
piezoelectric membrane (MDS) actuator with double spiral (DS) electrodes on 
the upper and/or lower surfaces of a thin piezoelectric layer with axisymmetric and 
periodic (with a small period) in radial coordinate mutual reversed electric polarization 
are presented. The polarization of the layer was realized as a result of connecting the 
polarizing electric voltage of the appropriate value to the outputs of the double spirals 
of the electrodes. The electrodes of each (upper and lower) double spiral of the MDS-
actuator are made in the form of electrodeposited ribbon coatings on the surfaces of 
the piezoelectric layer in close proximity to each other (due to the small spiral pitch) to 
create high values of electric field strength along the lines of force in localized areas of 
the piezoelectric layer between them when an alternating or constant control electric 
voltage is connected to the electrodes, in particular, with positive and negative values of 
the electrical potentials. Importantly, the electric field force lines and, as a consequence, 
the polarization of the piezoelectric layer of the MDS actuator are oriented mainly 
along (i.e. towards or against) the radial coordinate of the membrane, in contrast to 
many conventional actuator schemes. The results of numerical modeling for a circular 
elastic membrane with piezoelectric actuators installed on its upper and lower surfaces 
confirmed the effectiveness of the proposed piezoelectric MDS-actuator when it 
functions according to the “bimorph” scheme, including the use of the proposed new 
structural element (section) – a piezoelectric “compression ring” MDS at various 
geometric and control parameters. The effect of a significant increase in the membrane 
deflection with installed piezoelectric MDS-actuators compared to the use of traditional 
homogeneous plate piezoelectric actuators of bimorph type for different conditions of 
the membrane fixation, in particular, stationary (rigid) fixation of its center is revealed. 
For a hybrid piezoelectric MDS-actuator including independent concentric round and 
circular (i.e. “compression ring”) sections, the non-monotonic nature and numerical 
analysis of the nonlinear dependence of the largest deflection at the center of a hinge-
immobile membrane fixed at the edge on the ratio of the radii of its round and circular 
MDS sections were revealed. The cases in which the effect of the “compression ring” is 
manifested, i.e. when the maximum deflection of a membrane with the “compression 
ring” exceeds the best possible value of the deflection of this membrane without its use in 
the traditional “bimorph” scheme, are identified. The new piezoelectric MDS-actuator 
can be used in micromechanics, controlled optics, sensor technology, acoustics, in 
particular, in the manufacture of piezoelectric acoustic or sensor elements of membrane 
type, electromechanical transducers for vibration energy collection.

Keywords: piezoelectric MDS actuator, double electrode spiral, bimorph, 
membrane bending, initial load, compression ring, numerical modeling
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Рассмотрены два подхода к получению динамических уравнений распро-
странения малых возмущений перемещений, основанные на использова-
нии моделей гиперупругих и гипоупругих материалов. Показано, что эти 
уравнения взаимосвязаны. Для случая плоской монохроматической вол-
ны получены выражения акустических тензоров. Проведен сравнитель-
ный анализ влияния предварительных деформаций на скорости распро-
странения акустических волн в изотропных и анизотропных материалах. 
Выявлены эффекты, которые могут быть описаны только в рамках модели 
гипоупругой среды.

Ключевые слова: акустические волны, конечные деформации, фазовые 
скорости распространения волн, константы упругости второго и треть-
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1. Введение. Одной из важных проблем современной механики являет-
ся построение нелинейных моделей деформирования различных сред, их 
идентификация, верификация и создание на их основе математических мо-
делей процессов и состояний. Идентификация моделей нелинейной упру-
гости связана с определением большого числа констант, особенно если ма-
териал изначально обладает анизотропией свойств. Одним из возможных 
способов определения констант нелинейно упругого материала является 
измерение скоростей распространения акустических волн в предварительно 
деформированных телах из этих материалов. Этот способ основан на том, 
что фазовые скорости упругих волн зависят от величины предварительных 
напряжений (деформаций), что установлено в работах [1–3]. Интерес к во-
просам о распространении акустических волн в настоящее время связан с 
исследованием свойств кристаллов и горных пород [4, 5], развитием мето-
дов неразрушающего контроля в технике [6] и ультразвуковой диагностики 
в медицине [7, 8], применением их в сейсмологии и сейсморазведке [9].
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В линейно упругом теле из изотропного материала без предварительных 
деформаций распространяются волна сжатия (продольная) и волна сдвига 
(поперечная), что является следствием уравнений движения, записанных в 
перемещениях [10]. В анизотропных материалах наряду с продольной (квази-
продольной) волной распространяются две поперечные (квазипоперечные) 
волны. Распространение акустических волн в кристаллах в рамках линейной 
упругости подробно рассмотрено в монографии [11]. Вопросам распростра-
нения акустических волн в нелинейно упругих и упругопластических средах 
с предварительными напряжениями и конечными деформациями посвящены 
многочисленные работы отечественных и зарубежных исследователей [12–20]. 

В работах [3, 12–20] динамические уравнения распространения акустиче-
ских волн получены из уравнений движения упругой среды, записанных в 
лагранжевой форме. В работах [12, 13, 17–20] последовательно рассматрива-
ются как лагранжев, так и эйлеров подходы к записи уравнений движения. 
В работе [15] выведены уравнения движения в смешанной форме Лагранжа–
Эйлера. В работах [12, 14–16, 20] задача о распространении акустических волн 
в телах с предварительными конечными деформациями рассматривается как 
задача о малых возмущениях однородного деформированного состояния. В 
большинстве работ [12, 14–18, 20] среды в естественном состоянии являются 
изотропными, а в работах [12, 13, 18–20] распространение акустических волн 
рассматривается в средах с начальной упругой анизотропией, в частности в 
ортотропных средах [13, 19, 20]. 

В большинстве из перечисленных работ используется модель гиперупру-
гого материала, в которой постулируется существование упругого потенциала. 
В работах [16, 17, 19, 20] получены выражения для скоростей распростране-
ния продольных и поперечных волн в изотропных нелинейно упругих сре-
дах, которые могут быть использованы для определения констант, входящих 
в представление для упругого потенциала. В работах [15, 17–19] приведены 
результаты, отражающие влияние предварительных деформаций и напряже-
ний на скорости распространения акустических волн, в частности проявление 
анизотропии акустических свойств начально изотропного материала [15, 17]. 

Наряду с моделями гиперупругих материалов широкое распространение 
получили гипоупругие модели [21–23], в которых устанавливается связь меж-
ду коротационными производными тензора напряжений Коши и энергети-
чески сопряженными с этим тензором мерами деформаций. В данной работе 
рассмотрены два подхода к построению динамических уравнений с исполь-
зованием гиперупругих и гипоупругих моделей изотропных и анизотропных 
сред. Для двух вариантов динамических уравнений рассмотрен случай распро-
странения плоской монохроматической волны, получены выражения акусти-
ческих тензоров.

В качестве примера рассмотрены гиперупругие материалы с потенциалом, 
представленным разложением в ряд по степеням тензора деформаций [12, 20, 
24, 25]. В работах [14, 24] показано, что при сохранении в разложении чле-
нов третьего порядка такая модель для изотропного материала совпадает с 
моделью Мурнагана. Упругие свойства изотропного материала определяют-
ся в этом случае двумя константами второго порядка и тремя константами 
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третьего порядка. Работа [25] посвящена анализу нелинейных эффектов, опи-
сываемых моделью гиперупругого анизотропного материала с симметрией 
свойств, присущей кристаллам кубической сингонии. По симметрии упругих 
свойств такой материал наиболее близок к изотропному материалу, но в его 
модели определяются три константы второго порядка и шесть констант треть-
его порядка [11]. Модель гипоупругого анизотропного материала с кубиче-
ской симметрией свойств предложена в работе [26].

На основе полученных результатов проведен анализ влияния вида пред-
варительных деформаций на скорости распространения акустических волн в 
изотропных и анизотропных материалах в рамках рассмотренных гиперупру-
гих и гипоупругих моделей.

2. Две формы уравнений распространения акустических волн. Рассмотрим 
два возможных подхода к записи динамических уравнений распространения 
малых возмущений поля перемещений. Первый подход, традиционный [12–
20], связан с использованием в определяющих соотношениях тензора дефор-
маций Коши–Грина и энергетически сопряженного с ним второго тензора 
напряжений Пиолы–Кирхгоффа. Во втором подходе предлагается в качестве 
меры конечных деформаций использовать неголономную меру деформаций 
K, введенную в работе [23], и энергетически сопряженный с ней обобщен-
ный тензор истинных напряжений. В обоих случаях процесс распространения 
акустической волны будем рассматривать как процесс слабых возмущений, 
накладываемых на конечные деформации.

Пусть в начальный момент времени t0  в среде отсутствуют деформа-
ции и напряжения, а к моменту времени t1  создано однородное напряжен-
но-деформированное состояние, которому соответствует поле перемещений 
u u x1 1= ( , )t  и напряжения S S1 1= ( )t . Аффинор деформаций  свя-
зан с полем перемещений известным соотношением [10]:
 	 	 (2.1)

где Е – единичный тензор,  – набла-оператор начального состояния, 

x – радиус-вектор точки среды в момент времени t0 . 
Нагружение на интервале t t0 1,[ ]  полагается квазистатическим, а напряже-

ния S1  – уравновешенными, так что

	 ∇ ⋅ ≡1
1S 0,  

u 01 º 	 (2.2)

где  – набла-оператор деформированного состояния в момент вре-

мени t1 , u1  – ускорение, точкой обозначено скалярное произведение.
В момент времени t1  в рассматриваемой среде возбуждается звуковая вол-

на с полем перемещений u x x x u2 1 1 1 1( , ), ,τ τ= + = −t t . Считаем, что вы-
зываемые волной перемещения u2  и их градиенты малы, а также что в любой 
момент времени t t> 1  перемещения точек среды могут быть определены в 
виде суммы

	 u x u x u x( , ) ( , ) ( , )1 1 1 2 1t t= + τ  ∀ >t t1
 	 (2.3)
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Аффинор деформаций в момент времени t t> 1  определяется выражением:

Учитывая, что перемещения u2  определены в конфигурации t t= 1 , а так-
же связь между набла-операторами начального Ñ0()  и деформированного 
Ñ1()  состояний [10, 14] и соотношения (2.1), получим представление для аф-
финора деформаций в виде:

	 	 (2.4)

Ввиду предположения о малости перемещений u2  и градиентов Ñ1
2u  во 

всех дальнейших преобразованиях слагаемыми, содержащими Ñ1
2u  во вто-

рой и более высоких степенях, будем пренебрегать. 
Запишем уравнения движения среды в эйлеровой форме для момента вре-

мени t t2 1>  в виде:
	 ∇ ⋅ = +( )2

2 2 1 2S u uρ   	

или с учетом (2.2)
	 ∇ ⋅ =2

2 2 2S uρ  	 (2.5)

В рамках первого подхода к получению динамических уравнений тензор 
истинных напряжений Коши S2  требуется связать с тензором Пиолы–Кирх-
гоффа в соответствии с известными соотношениями , 
где J2 2= det Φ  [10, 14]. Следуя работе [12], представим тензор T2  разложе-
нием в ряд в окрестности состояния, соответствующего моменту времени t1 , 

	 ,	 (2.6)

где  – обобщенный тензор жесткости материала.
В соотношениях (2.6) тензор деформаций Коши–Грина ε1в соответствии 

с (2.1) определяется через поле перемещений u u x1 1= ( , )t  соотношениями:

E .

С учетом представлений (2.3) и (2.4) тензор деформаций 
	 ε2 = ε1 + ε12 ,	 (2.7)

где u u

На основании соотношений (2.6) и (2.7) второй тензор Пиолы–Кирхгоффа 
в момент времени t2  представляется выражением:
	 T T T2 1 12= + ,	 (2.8)
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где T12 = C  содержит градиент перемещений Ñ1
2u  в первой степени. 

Выражая тензор истинных напряжений S2  через T2  и подставляя вместе 
с (2.8) в уравнения движения (2.5), после преобразований получим динами-
ческие уравнения в виде:

	 ,	 (2.9)

где Σ1 £1 1 1= J S  – обобщенный тензор истинных напряжений в момент времени 
t1 . Уравнения (2.9) совпадают по форме с уравнениями, рассматриваемыми 
в работах [12, 16–20].

Рассмотрим второй подход к построению динамических уравнений. Ис-
пользуемая в этом случае неголономная мера деформаций K определяется в 
любой момент времени как решение дифференциального уравнения [10, 23]

K K K K WΩ Ω ,

в котором KD  – обобщенная яуманновская производная, тензор деформации 
скорости W  и тензор спина Ω  определяются через левую меру искажения 
U  и ортогональный тензор R , входящие в полярное разложение аффинора 
деформаций , соотношениями:

W R ΩU U U U R R R  .

В любой фиксированный момент времени компоненты меры K не выра-
жаются через поле перемещений конечными соотношениями, однако ее из-
менение на интервале t t1 2,[ ]  ввиду предположения о малости градиентов пе-
ремещений Ñ1

2u  определяется выражением:

	 K K K u u12 2 1
1

2 2
11

2
= − = ∇ + ∇( ) .	 (2.10)

Разложим обобщенный тензор напряжений 2 в ряд в окрестности состоя
ния, соответствующего моменту времени t1 :

	 ,	 (2.11)

где  – тензор четвертого ранга, имеющий смысл тензора 

жесткости.
Отметим, что при K1 0® ,  тензоры C K( )1  и  равны и совпа-

дают с постоянным тензором упругости материала, входящим в обобщенный 
закон Гука. Запишем соотношения (2.11) в виде, аналогичном (2.8):

	 .	 (2.12)
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Учитывая, что тензор истинных напряжений Коши , и под-
ставляя (2.12) в уравнения движения (2.5), после преобразований получим 
динамические уравнения распространения малых возмущений перемещений 
в виде:
	 .	 (2.13)

Уравнения (2.13) могут быть получены непосредственно из (2.9), если учесть 
связь между тензорами T12  и : . 
Уравнения (2.9) и (2.13) являются линеаризованными в том смысле, что при 
их выводе учитывалась малость градиентов перемещений Ñ1

2u .
Известным свойством неголономной меры деформаций K является связь 

ее первого инварианта с относительным изменением объема. В соответствии 
с выражением (2.10) ∇ ⋅ = ⋅ ⋅1

2 12u K E , и уравнения (2.13) могут быть запи-
саны в виде:
	 .	 (2.14)

Второе слагаемое в (2.14) связано с чисто объемной составляющей малых 
возмущений поля перемещений.

3. Динамические уравнения для гиперупругих и гипоупругих материалов. При 
построении моделей гиперупругих материалов постулируется существование 
упругого потенциала W, в качестве которого рассматривается удельная (отне-
сенная к единице начального объема) потенциальная энергия деформаций, 
дифференциал которой . В таких моделях напряжения опреде-
ляются выражением:
	 .	 (3.1)

В работах [16, 17, 19, 20, 24–26] используется разложение упругого потен-
циала в ряд по степеням тензора деформаций Коши–Грина:

	 ,	 (3.2)

где N  и L  – постоянные тензоры упругости четвертого и шестого рангов со-
ответственно, компоненты которых симметричны по парам индексов:

N N N Nijkl jikl ijlk klij= = =

L L L L L Lijklmn jiklmn ijlkmn ijklnm ijmnkl klijmn= = = = = .

Компоненты тензора N  связаны с константами упругости второго поряд-
ка, компоненты тензора L  – с константами упругости третьего порядка. В 
изотропном материале тензор N  имеет две независимые компоненты, а тен-
зор L  – три. Для анизотропных материалов тензоры N  и L  имеют наимень-
шее число ненулевых компонент в базисе главных осей анизотропии [10, 25].



172	 МАРКИН, СОКОЛОВА

Для материала, в котором упругий потенциал определяется выражением 
(3.2), обобщенный тензор жесткости на основании соотношений (2.6) и (3.1) 
определяется выражением:

,

а динамические уравнения (2.9) преобразуются к виду:

	 .	 (3.3)

При рассмотрении гипоупругих материалов полагают, что связь между 
коротационными производными тензоров Σ и K является квазилинейной 
[21–23]:

.

Для гипоупругого материала определим удельную потенциальную энергию 
деформаций W ( )K , дифференциал которой , так что

.

По аналогии с (3.2) разложим потенциал W ( )K в степенной ряд: 

	 W K N KK L KKKR R( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
1
2

1
3! !

... ,	 (3.4)

где тензоры четвертого и шестого рангов NR  и LR  отнесены к вращающе-
муся базису ni .

В этом случае обобщенный тензор жесткости материала может быть пред-
ставлен выражением:

C K
K

N L K
K K

R R( )1

2

2 1

1

=
∂

∂
= + ⋅ ⋅

=

W ,

а динамические уравнения (2.13) принимают вид:

	 .	 (3.5)

В случае изотропного материала компоненты тензоров N  и L  в непод-
вижном базисе ei  совпадают с компонентами тензоров NR  и LR  во вращаю
щемся базисе ni (полярном). Пусть при этом деформации в момент времени 
t1  не сопровождаются жестким поворотом R E( )t1 º , тогда неголономная 
мера K U1 1= ln , т.е. совпадает с логарифмической мерой деформаций Ген-
ки. В этом случае потенциал (3.4) является потенциалом модели Генки–Мур-
нагана, предложенным в работе [24].
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Для анизотропного материала совпадение компонент тензоров N , L  и 
NR , LR  возможно только при использовании гипотезы о вращении главных 
осей анизотропии материала в соответствии с законом a a Ri it t( ) ( )= ⋅0 , где 
ai

0  – базис главных осей анизотропии материала в начальный момент вре-
мени t0 . Полагая, что в начальный момент базис главных осей анизотропии 
совпадает с декартовым базисом a ei i

0 = , получим, что в любой момент вре-
мени t t> 0  базис главных осей анизотропии совпадает с полярным базисом 
a ni it t( ) ( )= . Такое предположение о вращении главных осей анизотропии 
материала при деформации принималось в работах [10, 26].

4. Уравнения распространения плоской монохроматической волны. Рассмот
рим в среде с предварительными деформациями распространение плоской 
монохроматической волны, для которой поле перемещений имеет вид:

	 u x p n x2 1 1( , ) exp ( )τ ωτ= ⋅ +( )A i k ,	 (4.1)

где А – амплитуда, p  – вектор поляризации единичной длины, k  – волновое 
число, ω  – частота, n  – единичный вектор волновой нормали.

Получим из динамических уравнений (3.3) и (3.5) уравнения распростра-
нения акустических волн и выражения для акустического тензора [14]. При 
рассмотрении гиперупругих материалов для поля перемещений (4.1) запишем 
тензор деформаций:

.

Первое слагаемое из уравнений (3.3) преобразуется к виду 
, где  – мера конечных деформаций Фин-

гера [10, 14],  – обобщенный тензор Кристоффеля [11], 
определяемый как свойствами материала, так и направлением распростране-
ния волны.

На основании уравнений (3.3) уравнения распространения плоской моно-
хроматической волны могут быть записаны в виде:

	 A p p⋅ = ρ0
2c ,	 (4.2)

где с k= ω  – фазовая скорость распространения волны.
Акустический тензор среды [14] с предварительными деформациями ε1 

определяется выражением:
	 .	 (4.3)

Из уравнений (4.2) следует, что значение ρ0
2c  является собственным зна-

чением акустического тензора , а вектор поляризации – его собствен-
ным вектором. 

При рассмотрении модели гипоупругого материала по полю перемещений 
(4.1) определяется тензор деформаций:

K nu u n12 2 2
1
2

= +( )ik ,
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а динамические уравнения (3.5) преобразуются к виду (4.2), однако акустиче-
ский тензор и обобщенный тензор Кристоффеля зависят теперь от направле-
ния распространения волны и значения K1  неголономной меры деформаций:

	 .	 (4.4)

Полученное выражение для акустического тензора показывает, что в неко-
торых случаях предварительного напряженно-деформированного состояния 
материала и при произвольном направлении вектора волновой нормали тен-
зор A n K( , )1  может оказаться несимметричным. В этом случае векторы поля-
ризации продольной и поперечных волн оказываются неортогональными. В 
изотропном материале при рассмотрении главных волн [3, 14], для которых 
вектор волновой нормали направлен вдоль главных осей предварительных де-
формаций, акустический тензор всегда симметричен, а векторы поляризации 
продольной и поперечных волн ортогональны.

Расчеты скоростей распространения плоских волн через собственные зна-
чения акустического тензора (4.4) показали, что наличие слагаемого  
в выражении для акустического тензора в изотропных материалах влияет 
только на величину скорости распространения продольных волн, которые яв-
ляются объемными волнами. В анизотропных материалах с кубической сим-
метрией свойств это слагаемое оказывает влияние на величины как продоль-
ных, так и поперечных (сдвиговых) волн, распространяющихся под углом к 
осям анизотропии материала. Этот результат является следствием соотноше-
ний (2.14) и свойств неголономной меры деформаций K , первый инвариант 
которой изменяется только при объемном деформировании. 

5. Влияние предварительных деформаций на скорости распространения аку-
стических волн в изотропных и анизотропных материалах. Полученные в раз-
делах 3 и 4 динамические уравнения могут быть использованы для описания 
распространения акустических волн как в изотропных, так и в анизотропных 
материалах. Для этого требуется конкретизировать выражения для упругих 
потенциалов (3.2) и (3.4), а именно представить тензоры N , L  и NR , LR  
разложениями по инвариантным для данного типа материала тензорным ба-
зисам. В работах [24–26] были получены такие разложения для изотропных 
материалов и анизотропных материалов с кубической симметрией свойств. 
Наиболее удобными оказываются разложения тензоров упругих свойств чет-
вертого и шестого рангов по собственным базисным тензорам:

	 Ω  ,	 (5.1)

где Ω , – собственные тензоры для тензоров упругих свойств чет-
вертого ранга, B( ), ...β β = 1 k , – собственные тензоры для тензоров упругих 
свойств шестого ранга. Число m  равно количеству различных собственных 
значений тензора упругости четвертого ранга, а число k  – количество раз-
личных собственных значений тензора шестого ранга. Собственные тензо-
ры Ω  и B( )β  имеют наиболее простое представление в тензорных базисах 
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четвертого и шестого рангов, построенных на основе канонического базиса 
А.А. Ильюшина [10]:

I e e e e e e0
1 1 2 2 3 3

1

3
= + +( ),  I e e e e e e1

3 3 1 1 2 2
1

6
2= − −( ),  

I e e e e2
1 1 2 2

1

2
= −( )

I e e e e3
1 2 2 1

1

2
= +( ),  I e e e e4

2 3 3 2
1

2
= +( ),  I e e e e5

3 1 1 3
1

2
= +( )

I I I I Iαβ α β β α= +( )1
2

,  

I I I I I I I I I I I I I I I I I I Iαβγ α β γ β α γ γ α β α γ β β γ α γ β α= + + + + +( )1
6

,

где α β γ, , , ,...,= 0 1 5 , а векторы e e e1 2 3, ,  – единичные ортогональные векторы, 
которые в изотропном материале могут быть выбраны произвольно, а в ани-
зотропном материале направлены вдоль главных осей анизотропии материала 
в начальном состоянии. 

Для изотропного материала разложения (5.1) имеют вид:

	 Ω  ,	 (5.2)

где Ω , Ω , B I( )1 000= , 
B I I I I I( )2 011 022 033 044 055= + + + +  

 B I I I I I I I I( )3 = − +( )+ +( )+ − +(2

6

6

6

3

6

3

2
111 122 133 144 155 255 244 3452 ))

Константы N N1 2,  и n n n1 2 3, ,  связаны с константами упругости изотроп-
ного материала соответственно второго и третьего порядков [24].

В модели гипоупругого материала при построении тензоров NR , LR  век-
торы e e e1 2 3, ,  следует считать совпадающими с векторами полярного базиса, 
соотношения (5.2) при этом сохраняют свою форму.

В качестве примера анизотропного материала рассмотрим материал с сим-
метрией упругих свойств, присущей кристаллам кубической сингонии [10, 11, 
25]. Для таких анизотропных материалов разложения (5.1) имеют вид: 

	 Ω  ,	 (5.3)
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где Ω , Ω , Ω , B I( )1 000= , 

B I I( )2 011 022= +  B I I I( )3 033 044 055= + + , B I I( )4 1
3= −( )

6
111 122 , 

B I I I( )5 1
2= + −( )

6
144 155 133 , B I( )6 =

1

2
345 .

Константы N N N1 2 3, ,  и n n n n n n1 2 3 4 5 6, , , , ,  связаны с константами упруго-
сти второго и третьего порядков анизотропного материала с кубической сим-
метрией свойств [25, 26].

В модели гипоупругого анизотропного материала разложения тензоров 
NR , LR  по форме совпадают с (5.3), если считать, что векторы e e e1 2 3, ,  со-
впадают с векторами полярного базиса, в начальном состоянии направленны-
ми вдоль главных осей анизотропии. 

Рассмотрим результаты решения задачи об определении скоростей рас-
пространения акустических волн в изотропном материале и анизотропном 
материале с кубической симметрией свойств при двух видах предваритель-
ных деформаций: всестороннем сжатии  и чистом формоизменении 
в главных осях . При таких предварительных де-
формациях главные оси деформаций совпадают с одними и теми же матери-
альными волокнами, а в случае анизотропных материалов и с главными осями 
анизотропии. В этом случае неголономная мера деформаций K  совпадает с 
тензором деформаций Генки. В моделях гиперупругих и гипоупругих матери-
алов скорость распространения волны в направлении вектора волновой нор-
мали n  определяется через собственные значения акустического тензора (4.3) 
или (4.4) соответственно.

На рис. 1 и 2 приведены графики угловых зависимостей фазовых скоро-
стей распространения акустических волн при двух видах предварительных 

Рис. 1. Угловые зависимости фазовых скоростей распространения продольных cP  и попереч-
ных cSH , cSV  волн при предварительном всестороннем сжатии: а) изотропный материал;  
b) анизотропный материал с кубической симметрией свойств.
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деформаций для случая, когда вектор волновой нормали лежит в плоскости 
векторов e e1 2, , так что n e e= +cos sin .ϕ ϕ1 2  Для обоих случаев предвари-
тельных деформаций величина λ = 0.975. Для сравнения на рисунках точками 
приведены фазовые скорости в рассматриваемых материалах без предвари-
тельных деформаций при λ = 1 . Приведенные результаты расчетов получены 
для модели гипоупругого материала.

При чисто объемной предварительной деформации (рис. 1) как в изотроп-
ном, так и в анизотропном материале вид угловых зависимостей скоростей 
распространения продольных и поперечных волн по сравнению с недеформи-
рованным состоянием не изменяется. Происходит изменение только число-
вых значений этих скоростей. Как и в недеформированном состоянии после 
всестороннего сжатия в изотропном материале распространяется продольная 
волна и множество поперечных волн с векторами поляризации, расположен-
ными в плоскости, перпендикулярной вектору волновой нормали. В ани-
зотропном материале с кубической симметрией свойств наряду с продольной 
волной (P-волна) распространяются две поперечные волны: одна с вектором 
поляризации, расположенным в плоскости векторов e e1 2,  (SH-волна), вто-
рая (SV-волна) с вектором поляризации e3 . Названия волн, приведенные в 
скобках, используются в сейсмологии. Отметим, что скорость SV-волны не 
зависит от угла ϕ . Расчеты по моделям гиперупругого и гипоупругого мате-
риалов (при одинаковых значениях констант) дают качественно одинаковые 
результаты, различия только в абсолютных значениях.

При чистом формоизменении изотропного материала предварительные де-
формации приводят к появлению анизотропии материала в отношении ско-
ростей распространения акустических волн. Вместе с продольной волной рас-
пространяются две поперечные волны. В плоскости векторов e e1 2,  у материа
ла появляются акустические оси, ориентированные под углом 45° к главным 

Рис. 2. Угловые зависимости фазовых скоростей распространения продольных cP  и попе-
речных cSH , cSV  волн при предварительном формоизменении: а) изотропный материал; b) 
анизотропный материал с кубической симметрией свойств.
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осям деформаций, однако вид угловой зависимости фазовых скоростей в этой 
плоскости не соответствует известным для какой-либо кристаллографической 
системы [11]. Отметим, что модели гиперупругих и гипоупругих изотропных 
материалов приводят к качественно отличным результатам при расчетах ско-
ростей поперечных волн с вектором поляризации e3 , в направлении которого 
деформации не происходят. При расчетах по соотношениям (4.3) скорости 
распространения SV-волн изменяются относительно начальной скорости рас-
пространения сдвиговой волны в материале без деформаций, а при расчетах 
по соотношениям (4.4) скорость распространения этой волны при любом на-
правлении волновой нормали n  одинакова и равна начальному значению.

В анизотропном материале с кубической симметрией свойств предвари-
тельные деформации чистого формоизменения приводят к значительным 
изменениям картины угловой зависимости скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн. В частности, если в таком материале при отсут-
ствии деформаций в плоскости векторов e e1 2,  расположены две акустические 
оси, направленные вдоль векторов e1  и e2 , то после деформаций эти оси по-
ворачиваются, составляя угол ±75° к вектору e1 . В анизотропном материале 
обе рассмотренные модели прогнозируют изменение скорости поперечной 
волны с вектором поляризации e3 .

6. Заключение. В статье рассмотрены два подхода к построению динами-
ческих уравнений распространения акустических волн в материалах с пред-
варительными конечными деформациями. Первый (традиционный) подход 
предполагает использование модели гиперупругого материала, второй (аль-
тернативный) подход использует модель гипоупругого материала. Для обоих 
подходов получены динамические уравнения в общем виде и их конкретиза-
ции при прохождении плоской монохроматической волны. Представления 
акустических тензоров (4.3) и (4.4) различны как по форме, так и тем, что вхо-
дящие в них обобщенные тензоры Кристоффеля М зависят от направления 
вектора волновой нормали, в модели гиперупругого материала – от значений 
тензора деформаций Коши–Грина ε1, а в модели гипоупругого материала – от 
значений неголономной меры деформаций K1 . Свойства меры деформаций 
K , связанные с тем, что ее первый инвариант не меняется при формоизме-
нении, а девиатор не зависит от объемных деформаций, позволяют получить 
более достоверные результаты при расчетах фазовых скоростей в изотропном 
материале с предварительными деформациями. 

Работа выполнена при поддержке госзадания Минобрнауки РФ (шифр 
FEWG-2023-0002).
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Abstract – Two approaches to obtaining dynamic equations for the propagation of 
displacement small disturbances are considered. These approaches are based on 
the use of models of hyperelastic and hypoelastic materials. We showed that these 
equations are interrelated. For the case of a plane monochromatic wave, expressions 
of acoustic tensors are obtained. 
A comparative analysis of the effect of preliminary deformations on the propagation 
velocity of acoustic waves in isotropic and anisotropic materials is carried out. In the 
model of a hypoelastic material, the acoustic tensor depends on a nonholonomic 
measure of finite deformations. A nonholonomic measure of deformations is defined 
in such a way that its first invariant does not change during shape change, and the 
deviator does not depend on volumetric deformations. In this regard, the use of a 
hypoelastic material model allows us to obtain more reliable results when calculating 
phase velocities in an isotropic material with preliminary deformation.
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Исследование является актуальным для проектного моделирования тра-
екторного движения транспортных средств на деформируемых опорных 
колесах. Цель исследования: получение теоретической зависимости для 
расчета эффективной нормальной жесткости деформируемого колеса с 
наклоненной осью вращения. Установлены математические взаимосвя-
зи этой жесткости и угла наклона оси вращения колеса. Определено, что 
эффективная нормальная жесткость   изменяется в K zα  раз при указан-
ном наклоне. Получена теоретическая зависимость для расчета коррек-
тирующего коэффициента K zα . Зависимость является функцией K zα  
от конструктивных параметров колеса и угла наклона оси вращения α. 
Зависимость корректна при углах α £ 10 . При допустимых по условиям 
износа колеса углах наклона (до 5 ) эффективная нормальная жесткость 
существенно снижается, например у объекта исследования до 25%. Спра-
ведливость теоретической зависимости подтверждена лабораторными 
экспериментами на специально созданной установке для измерения пара-
метров упругих свойств деформируемого колеса при разных положениях 
его оси вращения. На основании обработки экспериментальных данных 
определена погрешность расчета K zα  по полученной теоретической зави-
симости, которая не превышает 6%.

Ключевые  слова: деформируемое колесо, наклон оси вращения, эффек-
тивная нормальная жесткость, методика расчета
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1. Введение. Деформируемыми опорными колесами снабжаются боль-
шинство наземных транспортных средств (ТС). Их основными свойствами, 
влияющими на показатели движения ТС по заданной траектории, являются 
упругие и сцепные. Упругие свойства колеса по разным координатам опре-
деляют его соответствующие деформации под нагрузкой и параметры таких 
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явлений в контакте с опорной плоскостью как угловой увод и угловые колеба-
ния управляемых колес. Эти явления всегда присутствуют у деформируемых 
колес при действии на ТС внешних сил. То есть упругие свойства таких колес 
существенно влияют на устойчивость и управляемость ТС. С этими свойствами 
также связаны виброзащищенность ТС и гистерезисные потери на качение. 

Упругие свойства деформируемых колес ТС характеризуются разными ко-
эффициентами жесткости (жесткостями): нормальной (радиальной), боковой, 
крутильной, угловой. Из приведенных характеристик жесткостей деформируе-
мого колеса основной является нормальная (радиальная) жесткость, связанная с 
нормальной (радиальной) деформацией колеса. Это один из главных влияющих 
входных параметров при проектном моделировании траекторного движения 
ТС [1, 2]. Использование его достоверной величины определяет корректность 
моделирования движения ТС.

 2. Постановка задачи. Нормальную (радиальную) жесткость колеса можно 
определять разными способами: экспериментальным путем, расчетным путем 
по универсальным теоретическим или расчетно-экспериментальным зависи-
мостям [3–6]. Такие зависимости, например, приведены в табл. 1 (получены 
с участием авторов). 

Таблица 1. Зависимости для расчета нормальной (радиальной) жестокости 
деформируемого колеса с горизонтальной осью вращения*

Тип колес Зависимость
Средняя 

относительная 
погрешность,

%
Легковые 

радиальные C Ptz z= ⋅1 6221 0 544. . 7

Легковые 
диагональные C Ptz z= ⋅0 3311 0 753. . 14.2

Все 
легковые C Ptz z= ⋅1 0739 0 60. . 11.1

Грузовые 
радиальные C Ptz z= ⋅0 3240 0 773. . 6.4

Грузовые 
диагональные C Ptz z= ⋅6 1506 0 473. . 6.3

Все грузовые
C Ptz z= ⋅0 9805 0 661. . 7.2

Все C Ptz z= ⋅0 1244 0 8616. . 12.0
* – в табл. 1 Ctz  – нормальная (радиальная) жесткость деформируемого колеса с гори-
зонтальной осью вращения в Н/мм; Pz  – нормальная нагрузка колеса в Н.
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Однако они справедливы при горизонтальном расположении оси вращения 
колеса. При этом в последние годы выяснилось, что установка опорных колес 
ТС с наклоном осей вращения улучшает его устойчивость движения [7–10] и 
управляемость [11] и не влияет на сопротивление движению [12]. Это связано 
с изменением жесткости колес. Получено приближенное частное экспери-
ментальное выражение [13] для коррекции нормальной жесткости модели де-
формируемого колеса при наклоне его оси вращения. Также известно, что нет 
универсальных методик для расчета нормальной жесткости деформируемого 
колеса с наклоненной осью вращения. Разработка такой методики является 
актуальной для совершенствования моделирования траекторного движения ТС.

Цель исследования: получение теоретической зависимости для расчета 
эффективной нормальной жесткости деформируемого колеса с наклоненной 
осью вращения.

3. Методы и подходы. Для достижения цели исследования применялись 
методы и подходы, включающие в себя как теоретические, так и эксперимен-
тальные исследования. 

3.1. Теоретические исследования. Колесо ТС не является сплошным одно-
родным телом. Оно представляет собой комбинацию жестко соединенных тел 
из материалов с разными физико-механическими свойствами. Принято допу-
щение, что его составляющие части подчиняются закону Гука. В соответствии 
с законом Гука, деформация, возникающая в упругом теле (шине ТС), прямо 
пропорциональна силе упругости, возникающей в этом теле. На рис. 1 приве-
дена схема деформируемого колеса с горизонтальной осью вращения.

Общепринятое понятие нормальной (радиальной) жесткости как первой 
производной от нормальной нагрузки колеса по его нормальному прогибу 

Рис. 1. Схема деформируемого колеса с горизонтальной осью вращения.
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относится к вертикальному расположению главной плоскости вращения ко-
леса, т.е. к горизонтальному расположению его оси вращения. В этом случае 
нормальная жесткость, связанная с вертикальными деформациями, и ради-
альная жесткость, связанная с радиальными деформациями, совпадают. При 
наклоне оси вращения колеса в поперечной вертикальной плоскости на угол 
α , его радиальная жесткость (в плоскости вращения) не изменяется, но для 
практических расчетов важна именно нормальная жесткость (по нормали к 
опорной плоскости), т.к. колеса ТС нагружаются вертикально. Нормальная 

Рис. 2. Расчетная схема деформируемого колеса с наклоненной осью вращения.
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жесткость при появлении угла α  изменяется. Чтобы отличать эту жесткость 
от нормальной жесткости колеса с горизонтальной осью вращения, будем на-
зывать ее эффективной нормальной жесткостью. 

Для достижения цели исследования необходимо установить математические 
взаимосвязи эффективной нормальной жесткости деформируемого колеса и 
угла наклона α  его оси вращения. 

На рис. 2 показана предлагаемая расчетная схема для определения сил и 
деформаций колеса с наклоненной осью вращения.

На рис. 1 и 2 приняты следующие обозначения:
x y z, ,  – оси координат;
⋅( )O  – центр колеса;
α  – угол наклона оси вращения колеса;
r0  – свободный радиус колеса (половина диаметра колеса в свободном 

состоянии);
Bt  – ширина колеса;
lc  – длина пятна контакта;
Zt  – нормальная (радиальная) деформация колеса при горизонтальном 

расположении оси вращения;
r Zt0 -  – расстояние от центра, деформированного под нагрузкой колеса, 

до опорной плоскости;
Pz  – нормальная нагрузка колеса;
Rz  – нормальная реакция опорной поверхности колеса с горизонтальной 

осью вращения;
Rze  – эффективная нормальная реакция опорной поверхности колеса с 

наклоненной осью вращения;
∆Z t  – изменение деформации Zt  при наклоне оси вращения колеса;
λ  – расстояние;
⋅( )1  – центр пятна контакта колеса с горизонтальной осью вращения;
⋅( )2  – центр пятна контакта колеса с наклоненной осью вращения;
⋅( )3  – дополнительная точка.

Светлыми линиями на рис. 2 показан контур колеса с учетом его ширины.
Введено понятие относительной радиальной деформации шины при α = 0:

 	 n
Z
r

t=
0

 	 (3.1)

Введено также понятие коэффициента изменения нормальной жесткости:

	  K
C

Cz
tze

tz
α = ,	  (3.2)

где Ctz  – нормальная (радиальная) жесткость деформируемого колеса с го-
ризонтальной осью вращения; Ctze  – эффективная нормальная жесткость 
деформируемого колеса с наклоненной осью вращения. 

Для получения искомой зависимости в соответствии с целью исследования 
требуется найти такое универсальное выражение для расчета безразмерного 
коэффициента K zα , которое справедливо для любого деформируемого колеса. 
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Тогда в соответствии с (3.2) эффективную нормальную жесткость колеса с на-
клоненной осью вращения можно будет рассчитать по формуле (3.3).

	  C K Ctze z tz= ⋅α ,	 (3.3)

Нормальная жесткость колеса с горизонтальной осью вращения:

 	 Ctz

Pz
Zt

» .	 (3.4)

Эффективную нормальную жесткость колеса с наклоненной осью вращения 
с учетом его ширины можно определить из схемы рис. 2 следующим образом:

 	 Ctze

Rze
Z Zt t

≈
−∆ + λ

 	 (3.5)

λ =
Bt

2
sin α ; Rze Pz= cos2 α  

∆ =Zt 23 cosα  

23 2 3= −O O ; O O r Zt3 1 0= = − ; O r Zt2 0= −( ) / cosα

∆ =
−

− −( )




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



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⋅ = −( ) −( )Z

r Z
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t
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0
0 0 1

cos
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α
α α .

С учетом этих формул выражение (3.5) примет вид:

Ctze

Pz

Z r Z Bt t t

=
⋅

− −( ) −( )




+ ( ) ⋅

cos

cos sin

2

0 1 2

α

α α
.

Тогда коэффициент изменения нормальной жесткости из (3.2), (3.4) и (3.5):

K z

Ctze
Ctz

Z

Z r Z B

t

t t t
α

α

α α
= =

⋅

− −( ) ⋅ −( )




+ ( ) ⋅

cos

cos sin

2

0 1 2

С учетом формулы (3.1) 

 	 K z n Bt n rα
α

α α
=
− −( ) ⋅ −( )



 + ⋅ ⋅( ) ⋅

cos

( ) cos ( ) sin

2

1 1 1 1 2 0

	  (3.6)

При α = 0  K zα = 1 .
В формуле (3.6) числитель и знаменатель – безразмерные величины. Коэф-

фициент K zα также безразмерен.
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Таким образом, получена искомая теоретическая зависимость (3.6). Если 
есть деформируемое колесо с горизонтальной осью вращения, с нормальной 
(радиальной) жесткостью Ctz , со свободным радиусом r0  и шириной Bt , то под 
нагрузкой Pz  оно будет иметь нормальную (вертикальную, радиальную) дефор-
мацию Zt . Деление Zt  на свободный радиус r0  дает безразмерную величину 
n . Если ось вращения такого колеса наклонить на угол α , то его эффективная 
нормальная жесткость изменится в K zα  раз в соответствии с формулой (3.6). 
При этом направление угла наклона не влияет на величину изменения эффек-
тивной нормальной жесткости колеса.

3.2. Экспериментальные исследования. Для экспериментальной проверки полу-
ченной формулы (3.6) и определения ее погрешности создана экспериментальная 

Рис. 3. Кинематическая схема экспериментальной установки:
1 – ступица; 2 – обод колеса; 3 – колесо; 4 – неподвижная рама; 
5 –измерительная опорная площадка; 6 – направляющая; 7 – шина; 
8 – геометрический центр колеса; 9 – устройство нормального нагружения; 
10 – динамометр нормальной нагрузки; 
11 – индикатор нормальной деформации колеса; 12 – ось колеса; 
13 – вертикальная шарнирно-поворотная втулка; 
14 – поворотная балка; 15 – ограничительная опора ; 16 – продольная вертикальная плоскость.
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установка для измерения параметров упругих свойств деформируемого колеса 
при разных положениях его оси вращения, показанная на рис. 3–5.

Установка смонтирована на лабораторном столе. Его столешница выполнена 
из алюминиевой плиты с Т-образными пазами со следующими параметрами: 
длина столешницы составляет 1550 мм; ширина – 660 мм; шаг расположения 
пазов – 70 мм; глубина каждого паза 13 мм; ширина верхней части паза – 12 мм; 
ширина нижней части паза – 20 мм; высота нижней части паза – 8 мм. На рабо-
чем столе смонтированы: неподвижная рама, к которой крепятся направляю
щая с измерительной опорной площадкой, ступица, ограничительная опора и 
устройства нагружения. Измерительная площадка (модель дороги) выполнена 
из оптически прозрачного материала – трехслойное бронированное стекло. Она 
служит для визуальной регистрации размеров и формы пятна контакта.

На ступице установлено колесо с шиной 3.50-5 модели B25 2 PR (произ-
водство Россия, камерная, для картинга) с возможностью изменения наклона 
оси вращения колеса. Свободный радиус колеса r0 =140 мм, ширина профиля 

Рис. 4. Конструктивная схема экспериментальной установки: 
1 – ступица; 2 – обод колеса; 3 – колесо; 4 – неподвижная рама; 
5 – измерительная опорная площадка; 6 – направляющая; 7 – шина; 
8 – устройство нормального нагружения; 9 – динамометр нормальной нагрузки; 
10 – индикатор нормальной деформации колеса; 11 – поворотная балка;
12 – ограничительная опора.



РАСЧЕТ ЭФФЕКТИВНОЙ НОРМАЛЬНОЙ ЖЕСТКОСТИ...� 191

Bt = 76 мм. Давление в шине 0.8 атм. Максимальная нагрузка Pz = 800 Н. Нор-
мальная деформация при максимальной нагрузке и α = 0 Zt = 6.7 мм. Относи-
тельная деформация при α = 0 n  = 0.048. Давление создавалось компрессором 
и контролировалось манометром. Прилагаемые нагрузки контролировались 
динамометрами на сжатие, перемещения – индикаторными головками часового 
типа. Угол наклона оси вращения колеса задавался α = 0; α = ±5 ; α = ±10  
и контролировался по относительному перемещению проекции лазерного луча 
на перпендикулярную плоскость.

В ходе экспериментов были получены статические нормальные нагрузочные 
характеристики – зависимости значений нормальной деформации в центре 
пятна контакта колеса Zti  от приложенной в той же точке нагрузки Rz  при 
разных углах наклона оси вращения колеса α . Результаты занесены в табл. 2. 
В графическом виде они показаны на рис. 6.

Известно, что динамическая жесткость отличается от статической. При 
переходе от неподвижного колеса к вращающемуся при α = 0  наблюдается 
рост его радиальной жесткости при действии центробежной силы. В результате 
радиальная жесткость при увеличении скорости ТС от 0 до 100 км/час может 
увеличиться до 6%.

Экспериментальные зависимости R f Zz ti= ( ) были аппроксимированы при 
каждом угле наклона α  математическими выражениями одинакового вида. То 
есть при каждом из пяти значений α  зависимость R f Zz ti= ( ) Zбыла описана 
показательной функцией одинакового вида:

Рис. 5. Фотографии экспериментальной установки (вид сверху).
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R a Zz
b

ti= ⋅ ,

где a b,  – постоянные коэффициенты.

Полученные значения коэффициентов a b,  приведены в табл. 3.

Они были аппроксимированы функциями от угла наклона α  вида a b f, ( )= ± :

a f= 1( )α ; a = + ⋅ − ⋅63 42 0 308 0 4488 2. . .α α ,

Таблица 2. Экспериментальные нагрузочные характеристики

zR , H
Zti , мм

при α = °0  при α = ± °5 при α = ± °10

0 0 0 0
96 1.17836 1.36348 1.8334

192 2.25704 2.848 3.8804
288 3.21468 3.91244 5.34
384 3.84836 5.1976 6.408
480 4.628 6.408 7.476
576 5.34 7.298 8.188
672 5.9452 8.188 9.078
800 6.6928 9.3272 9.968

Рис. 6. Экспериментальные нагрузочные характеристики R f Zz ti= ( ) : 
1 – α = 0 ; 2 – α = ±5 ; 3 – α = ±10 .
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b f= 2( )α ; b= − ⋅ + ⋅1 33 0 075 0 0098 2. . .α α

Тогда эффективная нормальная жесткость исследуемого колеса определит-
ся как

C
a Z

Z
a b Ztze

ti
b

ti
ti

b=
∂ ⋅

∂
= ⋅ ⋅ −( ) 1 ,

где Ctzi  – эффективная нормальная жесткость исследуемого колеса; a b,  – ко-
эффициенты аппроксимации.

В итоге для колеса – объекта экспериментального исследования получено 
выражение

 
Ctze

Z

= + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ×

×

( . . . ) ( . . . )63 42 0 308 0 4488 2 1 33 0 075 0 0098 2α α α α

tti
1 33 0 075 0 0098 2 1. . . .− ⋅ + ⋅ −α α

При α= °0  это выражение принимает вид:
Ctz Ztα= = ⋅0 84 0 33. .

Экспериментальный коэффициент изменения нормальной жесткости

K
Ctze
Ctzzα = .

После математических преобразований получена экспериментальная фор-
мула (3.7) для колеса – объекта исследования:
 	 K zα α α α α= − + + −1 0 052 0 00002 0 00044 0 00005

2 3 4
. . . . .	 (3.7)

Коэффициент K zα  рассчитан для объекта исследования двумя способами: 
по полученной общей теоретической зависимости (3.6) и по частной экспери-
ментальной (3.7). Результаты сравнения показаны на рис. 7.

Из рис. 7 следует, что наибольшая погрешность полученной теоретической 
зависимости (3.6) не превышает 6%. Она позволяет производить коррекцию 
нормальной жесткости эластичного колеса при наклоне его оси вращения на 
угол α .

Таблица 3. Коэффициенты аппроксимации функции R a Zz
b

ti= ⋅

Угол наклона оси вращения 
колеса α , град

Постоянные коэффициенты

a  b  
0 63.42 1.33

±5 53.74 1.2
±10 21.62 1.56
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4. Анализ результатов. Полученная теоретическая зависимость (3.6) является 
универсальной для деформируемых колес ТС. В ней присутствуют: свободный 
радиус колеса, ширина колеса, угол наклона оси его вращения и относительная 
радиальная деформация n . Значение n  можно определить по формуле (3.1). В 
ней деформация Zt  соответствует заданной нагрузке Pz  на колесо нормаль-
ной (радиальной) жесткости Ctz  с горизонтальной осью вращения. Ее следует 
рассчитывать из выражения (3.4) как

Z
P

Ct
z

tz
= .

Тогда 

n
P

r C
z

tz
=

⋅0
.

Таким образом, если имеется деформируемое колесо с горизонтальной осью 
вращения, нормальной (радиальной) жесткости Ctz , свободного радиуса r0  и 
ширины Bt  под нагрузкой Pz , то этих данных достаточно для определения 
изменения его нормальной жесткости при наклоне оси вращения на угол α . 
При этом радиальная жесткость колеса останется прежней, а изменится толь-
ко нормальная, названная эффективной. Эффективная нормальная жесткость 
этого колеса при наклоне оси вращения изменится в K zα  раз (в соответствии с 
(3.3)), а K zα  можно рассчитать по полученной теоретической зависимости (3.6). 
Зависимость корректна при углах α £ 10 . На практике оси вращения опорных 
колес не рекомендуется наклонять более чем на 5  вследствие их износа. Но 
даже при таких малых углах наклона эффективная нормальная жесткость колеса 
существенно снижается, например у объекта исследования до 25%.

Рис. 7. K z fα α= ( )  для шины 3.50–5: 1 – расчет по общей теоретической формуле (3.6); 
2 – расчет по частной экспериментальной формуле (3.7). 
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5. Заключение. Упругие свойства деформируемого колеса характеризуют-
ся разнокоординатными жесткостями, основная из которых – нормальная 
жесткость, определяющая деформации по вертикальной координате. У де-
формируемого колеса с горизонтальной осью вращения нормальная жесткость 
совпадает с радиальной, определяющей деформации в плоскости вращения 
колеса. У деформируемого колеса с наклоненной осью вращения величина 
радиальной жесткости остается прежней, а изменяется только нормальная, на-
званная эффективной. Установлено, что эффективная нормальная жесткость 
деформируемого колеса при наклоне оси его вращения изменяется в K zα  
раз. При этом направление угла наклона не влияет на величину изменения 
эффективной нормальной жесткости колеса. Получена общая теоретическая 
зависимость для расчета корректирующего коэффициента K zα . Зависимость 
является функцией K zα  от конструктивных параметров колеса и угла наклона 
его оси вращения α . Зависимость корректна при углах α £ 10 . При допусти-
мых по условиям износа колеса углах наклона (до 5 ) эффективная нормальная 
жесткость колеса существенно снижается, например у объекта исследования 
до 25%. Справедливость теоретической зависимости подтверждена лабора-
торными экспериментами на специально созданной установке для измерения 
параметров упругих свойств деформируемого колеса при разных положениях 
его оси вращения. На основании обработки экспериментальных данных опре-
делена погрешность расчета K zα  по полученной теоретической зависимости, 
которая не превышает 6%. Исследование является актуальным для проектного 
моделирования траекторного движения транспортных средств на деформируе
мых опорных колесах.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда  
№ 23-21-00004, https://rscf.ru/project/23-21-00004/.
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Abstract – The research is relevant for the trajectory movement design modeling 
of the of vehicles on deformable support wheels. The purpose of the research: to 
obtain a theoretical dependence for calculating the effective normal stiffness of 
a deformable wheel with an inclined rotation axis. Mathematical relationships 
between this stiffness and the rotation axis tilt angle of the wheel are defined. It is 
determined that the effective normal stiffness changes by a factor of Kaz at specified 
tilt angle. A theoretical dependence for calculating the correction factor Kaz was 
obtained. The dependence is a function of the wheel design parameters and the 
rotation axis tilt angle. The dependence is correct at angles up to 10 degrees. At tilt 
angles that are permissible under the conditions of wheel wear (up to 5 degrees), the 
effective normal stiffness is significantly reduced, for example, for the study object, 
up to 25%. The validity of the theoretical dependence is confirmed by laboratory 
experiments on a specially designed stand for measuring the parameters of the elastic 
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properties of the deformable wheel at different positions of its rotation axis. Based 
on the processing of the experimental data, the calculation error of Kaz according 
to the obtained theoretical dependence was determined, which does not exceed 6%.

Keywords: deformable wheel, rotation axis tilt, effective normal stiffness, calculation 
method
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1. Введение. Расчет уплотнений вала на износ является предметом ряда 
работ, в которых учитывались различные факторы процесса изнашивания: 
смазка, поверхностная шероховатость и текстура, давление рабочей среды 
и др. [1–5].

Ниже описывается метод расчета процесса изнашивания манжетного 
(сальникового) уплотнения вала в условиях случайно изменяющихся тем-
пературы и внешней нагрузки (величина, направление). Подобные условия 
характерны, например, для узлов трения, работающих в открытом космосе 
на околоземных орбитальных станциях [6–9]. Изменение температуры узла 
трения в этом случае обусловлено его заходом в тень Земли или станции и 
по разным оценкам лежит в диапазоне от -150C до +150C . Для таких узлов 
трения также следует ожидать значительного разброса величины и направле-
ния внешней нагрузки, что обуславливается отсутствием постоянной силы 
тяжести как основного фактора нагружения. 

Отметим, что применительно к условиям работы на орбитальных станциях 
ранее был выполнен расчет изнашивания радиального подшипника скольже-
ния, который учитывал изменения температуры и внешней нагрузки [10, 11]. 

Цель описываемых ниже исследований состоит в учете и оценке значи-
мости факторов случайного изменения температуры и внешней нагрузки 
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при моделировании процесса изнашивания манжетного уплотнения вала и 
прогнозировании его долговечности.

2. Постановка задачи. Рассмотрим узел трения, состоящий из манжетного 
уплотнения 1 в виде тонкого упругого слоя толщины h, связанного с обоймой 
2 (рис. 1). Уплотнение контактирует по всей своей поверхности с валом 3, ко-
торый может вращаться (движение типа I, показано на рисунке) или совершать 
возвратно-поступательное перемещение вдоль своей оси (движение типа II). 
Контактное взаимодействие вала с уплотнением определяется величиной Q  
внешней нагрузки на вал и углом η π π∈ −[ ],  ее приложения, который отсчи-
тывается от вертикали (рис. 1). Модуль упругости E уплотнения считается зна-
чительно более низким, чем модули упругости вала и обоймы, что позволяет 
считать вал и обойму абсолютно жесткими.

Считается, что оси вала и обоймы располагаются параллельно друг другу, 
поэтому характер взаимодействия вала и уплотнения не меняется вдоль оси вала, 
т.е. рассматривается плоская контактная задача. Точки поверхности уплотнения 
задаются с помощью угловой координаты x  (рис. 1).

Скольжение вала по уплотнению сопровождается трением, которое подчи-
няется закону Кулона [12]:
	 τ µ= p 	 (2.1)

Рис. 1. Схема подвижного контакта уплотнения 1, связанного с обоймой 2, и вала 3.  
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где µ  – коэффициент трения скольжения, p – контактное давление, τ  – каса-
тельное контактное напряжение (напряжение трения), причем эти величины 
принимают неотрицательные значения.

Радиусы Ra  и Rb  вала и обоймы связаны очевидным неравенством R Ra b<  
(рис. 1), поэтому зазор d R Rb a= −  между валом и обоймой всегда положите-
лен. Предполагается, что имеют место соотношения:
	 h R d Rb b , ,	 (2.2)

первое из которых отвечает условию малости толщины h уплотнения, а вто-
рое – малости зазора d.

Допускается изменение температуры T узла трения и, как следствие этого, 
изменение трибомеханических параметров ( µ , E), а также изменение размеров 
уплотнения, вала и обоймы по причине их теплового расширения. Соответ-
ствующие температурные зависимости будут приведены в следующем разделе.

В результате взаимодействия с валом уплотнение изнашивается, и это при-
водит к изменению его толщины h  во времени t  и, вообще говоря, по коор-
динате x , при этом вал считается неизнашиваемым. Скорость изнашивания 
уплотнения в точке x  в каждый момент времени t  определяется величиной 
контактного давления p, скоростью V  скольжения и температурой T  узла 
трения согласно закону изнашивания [12–14]:

	
∂ ( )
∂

≡ −
∂ ( )
∂

= ( )( )W x t

t

h x t

t
F p x t V T

, ,
, , , ,	 (2.3)

причем W x t h h x t, ,( ) = − ( )0  – линейный износ уплотнения, h0  – начальная 
( t = 0 ) толщина уплотнения, а вид функции F p V T, ,( )  определяется изно-
состойкими свойствами уплотнения. В частности, возможен линейный закон 
изнашивания:
	 −

∂ ( )
∂

= ( ) ( )
h x t

t
T p x t V

,
,α ,	 (2.4)

где α  – коэффициент износа, величина которого зависит от температуры.
В случае движения вала типа I скорость скольжения определяется по формуле 

V Ra= ω , в которой ω  – постоянная угловая скорость вращения вала. Отме-
тим, что при изменении температуры радиус Ra  вала может меняться вслед-
ствие его теплового расширения. Однако это изменение мало по сравнению с 
самим радиусом Ra  и не оказывает заметного влияния на скорость скольжения 
V Ra= ω , которую, как и угловую скорость ω , можно считать постоянной. В 
случае движения вала типа II скорость скольжения задается постоянной вели-
чиной Vs  скорости перемещения вала вдоль своей оси: V Vs= .

В каждый момент процесса взаимодействия вала и уплотнения величины 
T Q, ,η  могут принимать случайные значения, т.е. они являются случайными 
функциями времени t  (процессами) [15, 16]. При дальнейших выкладках пред-
полагается, что случайные изменения величин T Q, ,η  во времени t  приводят 
к тому, что уплотнение изнашивается равномерно по всей поверхности, т.е.
	 h x t h t x, , ,( ) = ( ) ∈ −[ ]π π .	 (2.5)
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Ниже будут указаны условия выполнения равенства (2.5) в терминах сред-
них значений.

Рассматриваемая постановка задачи предполагает контакт вала с уплотне-
нием по всей его поверхности (полный контакт), т.е. выполнение неравенства

	 0 < ( )p tm ,	 (2.6)

где p t p x tm
x

( ) = ( )
∈ −[ ]
min

π π,
,  – минимальное значение контактного давления. 

Неравенство (2.6) будет в дальнейшем интерпретироваться как условие герме-
тичности уплотнения.

Одной из важнейших характеристик процесса изнашивания уплотнения 
является его долговечность, определяемая здесь как момент времени t* , когда 
впервые происходит нарушение герметичности уплотнения при некотором x, 
т.е. неравенства (2.6). Отметим, что аналогичным образом ранее определялась 
долговечность поршневого кольца [14].

Ставится задача построения стохастической модели процесса изнашивания 
уплотнения в рассматриваемом узле трения, учитывающей случайный харак-
тер величин T Q, ,η  и позволяющую рассчитывать долговечность уплотнения.

3. Основные уравнения. Для построения модели процесса изнашивания 
уплотнения рассмотрим вначале контактное взаимодействие вала и уплотнения 
при некоторых фиксированных значениях T Q, ,η  и заданной толщине h t( ) . 

Учитывая сделанные выше допущения относительно толщины и модуля 
упругости уплотнения, воспользуемся для описания его упругого поведения 
уточненной моделью Винклера. В случае движения вала типа I, когда напря-
жение трения лежит в плоскости задачи (рис. 1), эта модель при учете условия 
(2.5) представляется соотношением [17]:	

	 Bhp x v x Cv x( ) = − ( )− ( )′ ,	 (3.1)

в котором v  – радиальное перемещение поверхности уплотнения, ¢v  – произ-
водная этого перемещения по x, B – коэффициент податливости уплотнения,

	 B
E

C
h

Rb
=

−( ) +( )
−( )

=
−
−

1 2 1

1
2
1

ν ν
ν

µ
κ
κ

, ,	 (3.2)

E  и ν  – модуль упругости (Юнга) и коэффициент Пуассона, κ ν= −3 4 , при-
чем для сокращения выкладок аргументы t и T, указывающие на зависимость 
величин от времени и температуры, здесь опускаются. Отметим, что соотноше
ние (3.1) предполагает, что вращение вала происходит против часовой стрелки, 
как показано на рис. 1.

В случае движения вала типа II напряжение трения направлено перпенди-
кулярно плоскости задачи (рис. 1) и оно не влияет на контактное давление [13, 
14]. В этом случае справедлива традиционная модель Винклера [17, 18]:

	 Bhp x v x( ) = − ( ) .	 (3.3)
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Если связать перемещение v  с параметрами геометрии контакта в рассматриваемом 
узле трения (рис. 1), то соотношениям (3.1) и (3.3) несложно придать следующий вид:
	 Bhp x h d x C x( ) = − + − − −[ ]cos( ) sin( )ξ δ движение I–ξ 	

	 Bhp x h d x( ) = − + − ·cos( )ξ δ движение II– 	 (3.4)

где ξ  – угол, определяющий направление смещения центра вала относительно 
центра обоймы, 0 £ δ  – величина этого смещения, причем в силу геометри-
ческих ограничений: δ < d  (рис. 1).

Величина смещения δ  и его направление связаны с величиной нагрузки 
Q на вал и ее направлением. Эту связь можно установить на основе условия 
равновесия вала. Для этого введем в рассмотрение декартову систему коорди-
нат Os s1 2 , начало которой свяжем с центром обоймы, ось s1  расположим по 
направлению смещения δ , а ось s2  – перпендикулярно этому направлению 
(рис. 1). Путем интегрирования по угловой координате x, выполним сумми-
рование проекций на оси системы координат Os s1 2  напряжения трения τ  и 
контактного давления p, определяемых согласно равенствам (2.1), (3.4). Полу-
ченные таким образом величины приравняем к проекциям Q1  и Q2  нагрузки 
Q на соответствующие оси системы координат Os s1 2 . В результате получим для 
рассматриваемых типов движения вала: 

Q
R

Bh
C Q

R
Bh

Cb b
1 2 1= −( ) = +( )π

µ δ
π

µ δ, движение I– ,

	 Q Q
R

Bh
b

1 20= =,
π

δ движение II– .	 (3.5)

Из  равенств (3.5) несложно получить искомую связь величин δ  и Q:

	 Q Q Q
m C D

D
= + =

+





−

−1
2

2
2

2 1

1

1δ движение I–

движение II–
	 (3.6)

где 
	 D

Bh
R

m
b

= = +
π

µ, 1 2 .	 (3.7)

Равенства (3.5) позволяют также получить выражение для угла χ  между 
направлениями нагрузки Q и смещения δ  (рис. 1):

	 χ
µ

µ= =
−
+







arctg
arctgQ

Q

C
C1

2
1

0

движение I–

движение II–
	 (3.8)

при этом, в силу определения (3.2) коэффициента C и первого условия (2.2), 
χ π∈ [ )0 2, / .

Углы ξ  и η , задающие направления смещения δ  и нагрузки Q, связаны 
равенством (рис. 1)
	 ξ η χ= − ,	 (3.9)
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Замечание 1. Согласно  равенствам (3.8) и (3.9), при отсутствии трения в 
плоскости задачи (движение вала типа II) углы ξ  и η  совпадают. Аналогич-
ное совпадение имеет место в задаче расчет износа радиального подшипника 
скольжения при отсутствии трения [11].

Подстановка выражения (3.6) в соотношения (3.4) после элементарных три-
гонометрических преобразований позволяет записать следующие выражения 
для контактного давления:

	 p x t x t T Q x, , ; , , , ,( ) = ( ) ∈ −[ ]γ η π π ,	 (3.10)
где

Α x t T Q
B t h t

h t d T x t T
D t T

m Tc, ; , , cos ,
,

η ξ ϕ( ) = ( ) ( ) ( )
− ( ) + − + ( )( ) ⋅ ( )1

(( )










Q

	 Β x t T Q
B t h t

h t d T x D t T Q, ; , , cos ,η ξ( ) = ( ) ( ) ( )
− ( ) + −( ) ⋅ ( )





1 .	 (3.11)

Здесь и далее предполагается, что γ = Α Β, , причем индекс Α  (Β ) отвечает 
движению вала типа I (II), угол ξ  находится по формулам (3.8), (3.9):

d T R T R T t T
C t T

C t T
b a c( ) = ( )− ( ) ( ) = ( )

+ ( )
, , arcsin

,

,
ϕ

1 2
.

В выражениях (3.11) указаны зависимости используемых величин от времени 
t и температуры T, существующие в силу данных выше определений этих ве-
личин. Отметим, что здесь не учитывается изменение толщины h  уплотнения 
в результате его теплового расширения, что допустимо для тонкого уплотне-
ния – соответствующее обоснование представлено в работе [11]. 

Располагая выражениями (3.10), (3.11), для контактного давления, можно 
установить, что для выполнения условия герметичности (2.6) необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось неравенство 
	  d T T D t T Q h t( ) + ( ) ( ) < ( )Λγ , ,	 (3.12)

в котором Λ ΛΑ Β= ( ) =−m T1 1, .
Примем теперь во внимание случайный характер величин T Q, ,η  во времени 

и введем в рассмотрение соответствующую функцию плотности вероятности 
ρ ηT Q t, , ,( )  [15]. В дальнейшем для более компактной записи формул будут 
использоваться обозначения:
	 X T X X Q1 2 3= = =, ,η .	 (3.13)

Диапазоны изменения случайных процессов X t X t X t1 2 3( ) ( ) ( ), ,  определим 
следующим образом [11]:
	 X t T T X t X t QM1 2 3 0( ) ∈ ( ) ∈ −[ ] ( ) ∈











− +, , , , ,π π ,	 (3.14)
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причем QM = 0  при отсутствии нагрузки на вал. Отметим, что функция плот-
ности вероятности ρ X t,( )  удовлетворяет условию нормировки [15]:

	 ∫
{ }

( ) =
X

X t dXρ , 1 .	 (3.15)

Символом X  для краткости обозначается совокупность величин X X X1 2 3, ,  , 
записью X{ }  обозначается множество допустимых значений этих величин,  
определяемое диапазонами (3.14), dX dX dX dX= 1 2 3  .

Для описания рассматриваемого процесса изнашивания уплотнения вос-
пользуемся известным подходом, основанным на статистическом осреднении 
закона изнашивания (2.3) по параметрам T Q, ,ξ  [14]. Результатом такой опе-
рации при учете условия (2.5) является равенство:
	 h t F x t X V X X t dX

X
( ) = − ( )( ) ( )∫

{ }
γ ρ, ; , , ,1 ,	 (3.16)

в котором h t( )  – производная по времени. Здесь и далее h  уже представляет 
собой среднее статистическое значение толщины уплотнения. 

Указанная выше функция γ x t X, ;( )  определяется выражениями (3.10), 
(3.11) с учетом обозначений (3.13), поэтому равенство (3.16) представляет собой 
дифференциальное уравнение, которое при начальном условии h h0 0( ) =  опи-
сывает кинетику изменения толщины изнашиваемого уплотнения в терминах 
средних значений. Равенства (3.10), (3.11) и уравнение (3.16) составляют сто-
хастическую модель процесса изнашивания уплотнения и тем самым решают 
поставленную выше задачу.

Левая часть уравнения (3.16) в силу условия (2.5) не зависит не зависит от 
координаты x. Из физических соображений можно предположить, что правая 
часть (3.16) также не зависит от x, если направление η = X 2  внешней нагрузки 
на вал является равновероятным и статистически независимым от температуры 
T X= 1  и нагрузки Q X= 3 , т.е.

	 ρ
π

ρX t X X t, , ,( ) = ( )1
2 13 1 3 .	 (3.17)

В этом случае можно предположить, что скорость изнашивания 
F x t X V XP , ; , ,( )( )1γ , будучи функцией координаты x, равномерно усредня-
ется по X 2∈ −[ ]π π,  и это приводит к независимости правой части равенства 
(3.16) от x. Справедливость этого предположения проверяется подстановкой 
выражения в уравнение (3.16) и взятием интеграла по аргументу X 2  с учетом 
равенства (3.9) и выражений (3.17), (3.11) для контактного давления. 

Замечание 2. Допущение (3.17), обеспечивающее выполнение условия (2.5), 
представляется физически приемлемым для узла трения, работающего на 
околоземной орбитальной станции, где отсутствует сила тяжести и поэтому 
направления внешней нагрузки на вал можно считать равновероятными. На-
личие равенства (2.5) существенно упрощает расчет процесса изнашивания 
уплотнения, однако это равенство не является принципиально необходимым. 
Действительно, если допустить зависимость толщины h уплотнения от угловой 
координаты x, то вместо деформационной модели (3.1) можно воспользоваться 
более общей моделью [17]:
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Bhp x v x
R

h x v x
R

h x v x
b b

( ) = − ( )−
−( )
−( ) ( ) ′( )−

−( )
′( ) ( )

µ κ
κ

µκ
κ

2

1 1
,

включающую производную ¢h  толщины по координате. В этом случае уравне-
ние (3.16), наряду с производной ∂ ( ) ∂h x t t, /  в левой части, будет содержать 
производную ∂ ( ) ∂h x t x, /  в правой части. Подобные износоконтактные задачи 
рассматривались ранее [17].

Принимая во внимание обозначения (3.13) случайных величин X X X1 2 3, ,  
и диапазоны (3.14) их изменения, можно на основе неравенства (3.12) прийти 
к следующему условию герметичности уплотнения:

		
H

d X

X Q
h t X

X T T M
γ

γ
γ≡

( )
− ( )













< ( ) ( ) ≡

∈



− +
max

1

1

1
11,

,
Ω

Ω
BB X X

R Xb

1 1

1

( ) ( )
( )
Λγ

π
.	 (3.18)

Постановка рассматриваемой задачи предполагает выполнение условия 
герметичности (3.18) в начальный момент времени, т.е. выполнение неравен-
ства H hγ < 0 .

Отметим, что для выполнения условия (3.18) необходимо, чтобы выполнялось 
неравенство Ωγ X Q X T TM1 11( ) < ∈ 





− +, , , обеспечивающее положительность 
знаменателя в левой части этого условия. Последнее неравенство равносильно 
неравенству 
	 max

X T T M
X

Q
1

1
1

∈



− +
( ) <

,
Ωγ ,	 (3.19)

которое налагает ограничение на максимально возможное значение величины 
QM , определяющей верхнюю границу диапазона изменения нагрузки Q в силу 
соотношения (3.14).	

В предыдущем разделе была определена долговечность уплотнения, как мо-
мент t*  нарушения условия герметичности (2.6), равносильного условию (3.18). 
Согласно данным выше определениям: Λ ΛΑ Β= =−m 1 1, , m = + ≥1 12µ  , поэ-
тому в условии (3.18): Ω ΩΑ ΒX X1 1( )≤ ( ). Это означает, что при заданной толщине 
h t( ) уплотнения условие (3.18) его герметичности нарушается для движения вала 
типа II ( γ =Β ) раньше, чем для движения типа I ( γ = Α ). Соответствующим 
образом соотносятся долговечности t*Α  и t*Β  уплотнения для движений I и II:

	  t t* *Β Α£ .	 (3.20)

Таким образом, движение вала типа II представляется более опасным, чем 
движение типа I.

Замечание 3. При моделировании процесса изнашивания упругого покры-
тия в радиальном подшипнике скольжения в качестве долговечности покры-
тия используется время его полного изнашивания, когда h = 0  [11]. Однако 
к рассматриваемой задаче изнашивания уплотнения подобное определение 
долговечности неприменимо, т.к. нарушение герметичности уплотнения про-
исходит до его полного изнашивания – это следует из неравенства (3.18), левая 
часть которого положительна.
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Замечание 4. Можно рассмотреть комбинированный тип движения вала, при 
котором имеет место частое чередование движений I и II. В этом случае урав-
нение (3.16) кинетики изнашивания уплотнения принимает вид:
h t q F x t X V X q F x t X V X X

X
( ) = − ( )( ) + ( )( )



∫

{ }
Α Α Β Β , ; , , , ; , ,1 1 ρ ,,t dX( ) ,	(3.21)

где qΑ  и qΒ  – доли общего времени работы уплотнения, приходящиеся на 
движения I и II, причем q qΑ Β+ = 1 . Согласно выкладкам, предшествующим 
неравенству (3.20), при комбинированном типе движения вала долговечность 
уплотнения определяется условием герметичности (3.18) для движения типа II 
(γ = Β), т.к. герметичность уплотнения нарушается прежде всего именно при 
таком типе движения. 

4. Аналитические решения (линейный закон изнашивания). Рассмотрим про
цесс изнашивания уплотнения при линейном законе изнашивания , т.е. при 

	 F p V T T pV, ,( ) = ( )α .	 (4.1)

Случайные процессы X t X t1 3( ) ( ),  будем считать стационарными и независи-
мыми, в силу чего функция ρ13 1 3X X t, ,( )  в выражении (3.17) имеет вид [15, 16]:

	 ρ ρ ρ13 1 3 1 1 3 3X X t X X, ,( ) = ( ) ( ) ,	 (4.2)

причем функции плотности вероятности ρ1 1X( ), ρ3 3X( )  случайных процессов 
X t1( ) , X t3 ( )  удовлетворяют условию нормировки (3.15).

При таких допущениях подставим выражения (3.10), (3.11) для контактного 
давления в уравнение (3.16) кинетики изнашивания уплотнения и выполним 
в нем интегрирование по аргумента м X 2  и X3 , принимая во внимание выра-
жения (3.17), (4.2) для функции плотности вероятности ρ X t,( )  и условие нор-
мировки (3.15) для функции ρ3 3X( ) . В результате уравнение (3.16) для обоих 
типов движения вала (I и II) примет вид равенства:

	 − ( ) = −
( )

h t a
b

h t
,	 (4.3)

в котором

	
a

b
V

X

B X d X
X

X



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



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
=
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( ) ( )










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(∫

{ }1

1

1 1
1 1

1α
ρ ))dX1 	 (4.4)

и которое  не зависит от внешней нагрузки Q.
Решение дифференциального уравнения (4.3) при начальном условии 

h h0 0( ) =  задается неявно как решение алгебраического уравнения:

	 h t h d
h t d

h d
atav

av

av
( )− +

( )−
−











= −0

0
ln ,	 (4.5)

где

	 d
b
a

d X X T Tav av av≡ = ( ) ∈ 





− +
1 1, , ,	 (4.6)
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причем последнее равенство получается, если применить ко второму инте-
гралу (4.4) теорему о среднем [19]. Отметим, что при выполнении условия 
герметичности (3.8) имеет место неравенство: d X h t1( ) < ( ) , X T T1 ∈







− +, , 
поэтому, учитывая соотношения (4.6), можно заключить, что в равенстве (4.5): 
0 < ( )−h t dav  , 0 0< −h dav .

Для каждого значения h t( )  толщины уплотнения, найденного из равенства 
(4.5) при увеличении времени t, необходимо выполнить проверку условия ме-
тичности (3.18) уплотнения. В отличие от уравнения (4.3) кинетики изнаши-
вания и его решения (4.5), это условие зависит от максимального значения 
QM  внешней нагрузки и различается для движений вала типа I ( γ = Α ) и II 
( γ = Β ). Согласно данному в разделе 1 определению, по нарушению условия 
(3.18) находятся долговечности t*Α  и t*Β  для движений I и II. Результаты соот-
ветствующих расчетов будут представлены в следующем разделе. 

Пример 1. Рассмотрим частный случай постоянной температуры узла трения. 
Это означает, что величина X1  не является случайной и принимает некоторое 
постоянное значение T, поэтому формально можно положить:
	 ρ δ1 1 1X X T( ) = −( ) ,	 (4.7)

где δ X( )  – дельта-функция. 
Если подставить выражение (4.7) в равенства (4.4) и учесть определение 

(4.6), то можно получить следующие выражения для коэффициентов a b dav, ,  
в рассматриваемом случае:
	 a

V
B

b
V

B
d d dav= = =

α α
, , ,	 (4.8)

причем здесь и далее α α= ( ) = ( ) = ( )T B B T d d T, , .
При постоянной температуре X T1 =  условие герметичности (3.18) имеет вид:

	 d
Q

h t
M1−
< ( )

Ωγ
,	 (4.9)

Согласно равенству (4.5), толщина h уплотнения монотонно убывает со 
временем t . При достижении толщиной h значения
	 h

d
QM

γ
γ

=
−1 Ω

	

происходит нарушение неравенства (4.9) как условия герметичности уплотнения. 
Соответствующий момент времени t*γ , задающий долговечность уплотнения, 
находится непосредственно из  равенства (4.5) при h h d dav= =γ, : 

	 t
a

h h d
h d

h d* lnγ γ
γ= − −
−
−

























1
0

0
.	 (4.10)

Отметим, что, используя формулу (4.10), можно подтвердить полученное 
выше неравенство (3.20): t t* *Β Α£ . В следующем разделе будут представлены 
некоторые результаты по оценке долговечности уплотнения на основе этой 
формулы.
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Пример 2. Рассмотрим детерминированную постановку задачи, допустив в 
рассмотренном выше примере отсутствие внешней нагрузки Q на вал, т.е. по-
ложив QM = 0 . В этом случае остаются прежними уравнение (4.3) кинетики 
изнашивания уплотнения и его решение (4.5) при наличии выражений (4.8). 
Однако условие (4.9) герметичности уплотнения принимает более простой вид, 
одинаковый для обоих типов (I и II) движения вала:
	 d h t< ( ) .	 (4.11)

Несложный анализ равенства (4.5) при d dav =  показывает, что функция 
h t( )  является монотонно убывающей и обладает следующим асимптотическим 
свойством: h t d( ) → + 0 , t →∞ . Это означает, что условие герметичности 
(4.11) выполняется при любом t ∈ ∞[ )0, , т.е., в отличие от стохастического 
случая примера 1 (формула (4.10)), здесь формально t* , ,γ γ= ∞ = Α Β .

5. Численные результаты. Ниже описываются и анализируются некоторые 
результаты расчетов процесса изнашивания уплотнения, выполненных на 
основе полученных выше формул. Предметом анализа, в частности, является 
оценка важности учета случайных изменений температуры и внешней нагрузки 
для прогнозирования долговечности уплотнения. 

При выборе параметров материала уплотнения для расчетов будем ориен-
тироваться на использование самосмазывающихся композитов, в том числе на 
полимерной основе. Подобные композиты успешно используется в узлах тре-
ния, работающих в открытом космосе на околоземных орбитальных станциях 
в условиях вакуума и при значительных перепадах температуры [6–9].

Как показывают эксперименты [20–22], для полимерных композитов ха-
рактерно существенное снижение модуля упругости с ростом температуры, 
которое может достигать нескольких порядков По этой причине для расчетов 
воспользуемся экспоненциальной зависимостью [21]
	 E T E k E E TE( ) = = ( )0 0 0exp( ),θ 	 (5.1)

с отрицательным параметром kE . Здесь и далее θ = −T T0  – температура, от-
считываемая от нормальной температуры T0 . Подстановка выражения (5.1) в 
равенство (3.2) определяет температурную зависимость B T( )  коэффициента 
податливости уплотнения, при этом без ограничения общности рассмотрения 
можно считать коэффициент Пуассона независимым от температуры.

Результаты трибологических испытаний свидетельствуют о том, что с ростом 
температуры скорость W  износа полимерных композитов может претерпевать 
значительные изменения, достигающие нескольких порядков [21–25]. В отличие 
от температурной зависимости (5.1) модуля упругости, зависимость скорости 
износа от температуры может быть как возрастающей, так и убывающей. С уче-
том указанных обстоятельств, имея в виду линейный закон изнашивания (2.4), 
примем экспоненциальную зависимость коэффициента износа от температуры:
	 α α θ α ααT n T( ) = = ( )0 0 0exp( ), ,	 (5.2)

в которой параметр nα  может принимать как отрицательные, так и положи-
тельные значения.
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Согласно экспериментальным данным [21, 23–25], коэффициент трения µ  
с ростом температуры может как увеличиваться, так и уменьшатья в несколь-
ко раз. Это дает основание использовать для расчетов линейную зависимость
	 µ µ θ µ µµT n T( ) = +( ) = ( )0 0 01 , ,	 (5.3)

при этом допускаются как отрицательные, так и положительные значения 
параметра nµ .

При увеличении температуры происходит тепловое расширение вала и обой-
мы, учитываемое в выражениях (3.11) для контактного давления. В рассматри-
ваемом случае тонкого и мякого уплотнения можно пренебречь его влиянием 
на расширение обоймы, полагая [10, 26]:
	 R T R k R R T i a bi i i i i( ) = +( ) = ( ) =0 0 01 θ , , , ,	 (5.4)

где ka  и kb  – коэффициенты линейного теплового расширения вала и обоймы. 
В силу равенств (3.17) и (4.2), функция плотности вероятности случайных 

процессов X t1( ) , X t2 ( ) , X t3 ( )  имеет вид: ρ π ρ ρX t X X, ( )( ) = ( ) ( )−2 1
1 1 3 3 . 

Функция плотности вероятности ρ3 3X( )  случайного процесса X t QM3 0( ) ∈ [ ],  , 
согласно выкладкам предыдущего раздела, может иметь произвольный вид. 
В отношении функции ρ1 1X( )  будем считать, что

	 ρ ρ ρ π
θ1 1 10 11

1 0X
X T

M
( ) = +

−







cos ,	 (5.5)

где θ ρM T T T T= −( ) = − >+ + − −
0 10

12 0/ , ( )  , ρ11  – произвольный пара-
метр, удовлетворяющий неравенству ρ ρ11 10£ , которое обеспечивает неотри-
цательность функции ρ1 1X( ). Здесь предполагается, что T0  представляет собой  
среднюю температуру, т.е. T T T0 2= +( )+ − / . Нетрудно проверить выполнение 
условия нормировки (3.15) для функции (5.5). Отметим также, что функция 
ρ1 1X( )  принимает вид равномерного распределения, если ρ11 0= .

С учетом экспериментальных данных по полимерным композитам из 
упомянутых выше литературных источников для расчетов процесса изна-
шивания уплотнения были выбраны следующие значения трибофизи-
ческих параметров: E  = 10 МПа, ν  = 0.3, kE = –0.01 К–1, α0 = 10–15 Па–1,  
µ0 =0.3, ka = ⋅ −2 10 5 К–1, kb = ⋅ −3 10 5  К–1, T0 = 293 К ( 20C ). Геометри-
ческие параметры узла трения и условия его работы определялись значени-
ями h0 = 2 мм, Ra0 = 10 мм, Rb0 = 11 мм, ω π= 2  с-1, T −

= 143 К (-130C ),  
T + = 443 К (170C ). Значения остальных параметров указываются ниже для 
каждого конкретного примера.

Отметим, что указанные значения коэффициентов линейного теплового 
расширения вала ka  и обоймы kb  характерны для алюминиевых и магниевых 
сплавов [27], а выбранный диапазон изменения температуры T соответствует 
условиям работы узлов трения в открытом космосе на околоземных орбиталь-
ных станциях [6–9].

Расчеты процесса изнашивания уплотнения проводились при линейном 
законе изнашивания (2.4) на основе соответствующего решения (4.5), при этом 
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скорости скольжения для движений вала типа I и II полагались одинаковыми: 
V Rs a= ω  . Долговечности t*Α  и t*Β  уплотнения для движений I и II, как при-
нято, определялись по нарушению условия (3.18). Полученные результаты рас-
четов представлены ниже с использованием безразмерных величин h h h= / 0  
и t t tc= /  , tc = 105 с ≈ 27.8 ч.

Рис. 2 иллюстрирует зависимость толщины h изнашиваемого уплотнения от  в 
ремени t для двух значений максимальной нагрузки QM , кН/м: 30 (a) и 50 (b), при 
этом в формулах (5.2), (5.3) полагалось nα = 0 02. , nµ = 0 003.  и использовалось 
равномерное распределение ρ1 1X( ) (выражение (5.5) при ρ11 0= ). Пунктирная 
и сплошная линии отвечают движениям вала типа I и II, причем до момента 
времени t*Β  эти линии совпадают, т.к. используемое решение (4.5) не зависит 
от типа движения вала. На рис. 2 указаны значения  t t t t t tc c* * * */ , /Α Α Β Β= =  
долговечности уплотнения для каждого из этих типов движения.

Таблица 1. Значения долговечностей  t t* *,Α Β  уплотнения для различных 
значений параметров nµ  и QM  при равномерном распределении ρ1 1X( )  и 
nα = 0 02.

nµ

QM , /кH м

– 0.003 0 0.003

30 50 30 50 30 50

t*Α 12.37 1.57 12.84 2.41 13.50 3.58

t*Β 12.16 1.16 12.16 1.16 12.16 1.16

Рис. 2. Зависимость толщины h изнашиваемого уплотнения от времени t при двух значениях 
максимальной нагрузки QM , кН/м: 30 (a) и 50 (b). Пунктирной (сплошной) линией показаны 
зависимости для движения вала типа I (II). 
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Таблица 2. Значения долговечностей  t t* *,Α Β  уплотнения для различных 
значений параметра nµ  и видов распределения ρ1 1X( )  (равномерное (––), 
неравномерное (~~)) при QM =50 кН/м и nα = −0 02. .

nµ

ρ1 1X( )
– 0.003 0 0.003

      ~~       ~~       ~~

t*Α 0.218 0.668 0.334 1.03 0.495 1.52

t*Β 0.162 0.495 0.162 0.495 0.162 0.495

В табл. 1 представлены значения долговечностей  t t* *,Α Β  уплотнения для 
различных значений параметров nµ и QM , при этом функция плотности вероят-
ности ρ1 1X( )  полагается постоянной (равномерное распределение), nα = 0 02.  
(возрастающая зависимость α T( )). При таких условиях значения долговечностей 
t*Α0  и t*Β0 , отвечающие случаю постоянной температуры T T= 0  и рассчитан-
ные по формуле (4.10), составляют 30.44 и 30.03 – для QM = 30 кН/м, 25.40 и 
24.96 – для QM = 50 кН/м.

В табл. 2 представлены значения долговечностей  t t* *,Α Β  уплотнения для 
различных значений параметра nµ  и двух видов распределения ρ1 1X( )  – рав-
номерного (      ) и неравномерного (~~), рассчитанного по общей формуле (5.5) 
при ρ ρ11 10= . Здесь считается, что QM =50 кН/м, nα = − 0 02.  (убывающая 
зависимость α T( )). Значения долговечностей t*Α0  и t*Β0  составляют 3.61 и 
3.54 – для равномерного распределения ρ1 1X( ) , 11.00 и 10.81 – для неравно-
мерного распределения ρ1 1X( ) .

6. Обсуждение результатов. Согласно графикам рис. 2, толщина h уплотнения 
со временем монотонно уменьшается, как и следовало ожидать. Увеличение 
максимальной нагрузки QM  приводит к существенному увеличению предельно 
допустимого износа уплотнения и, соответственно, к снижению его долговечно-
сти t* . При этом наблюдается увеличение расхождения значений долговечно-
стей t*Α  и t*Β , соответствующих движениям I и II. Рис. 2 свидетельствует также 
о том, что движение вала типа II является более опасным для герметичности 
уплотнения, чем движение типа I, подтверждая тем самым неравенство (3.20).

Приведенные в табл. 1 результаты демонстрируют возможность значитель-
ного снижения долговечности t*  уплотнения при увеличении максимальной 
нагрузки QM  для обоих типов I и II движения вала, что согласуется с графи-
ками рис. 2. В связи с этим следует отметить, что при отсутствии нагрузки на 
вал ( QM = 0) и постоянной температуре уплотнение имеет неограниченную 
долговечность (Пример 2).

В случае движения вала типа I, согласно данным табл. 1 и 2, на долговечность 
t∗  уплотнения оказывает влияние характер зависимости коэффициента трения 
µ  от температуры T (формула (5.3.)). А именно при увеличении параметра nµ , 
определяющего наклон прямой µ T( ) , долговечность уплотнения растет. Осо-
бенно сильно это влияние проявляется при больших значениях максимальной 
нагрузки MQ  (табл. 1).
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Сравнение данных табл. 1 и 2 между собой позволяет заключить, что на 
долговечность t*  уплотнения может оказывать существенное влияние харак-
тер зависимости коэффициента износа α  от температуры T (формула (5.2)). А 
именно переход от убывающей зависимости α T( )  ( nα = −0 02. ) к возрастаю-
щей зависимости α T( )  ( nα = 0 02. ) приводит к увеличению долговечности t∗  
для обоих типов I и II движения вала. 

Сравнение данных табл. 1 и 2 с указанными в предыдущем разделе значе-
ниями долговечностей t*Α0  и t*Β0  уплотнения в случае постоянной темпера-
туры T T= 0  позволяет сделать вывод о важности учета фактора случайности 
величины X T1 =  при оценке долговечности уплотнения. Этот вывод также 
подтверждают данные о влиянии вида функции плотности вероятности ρ1 1X( )  
на долговечность t* , приведенные в табл. 2. Действительно, согласно этим 
данным, переход от равномерного распределения ρ1 1X( )  к неравномерному 
приводит к существенному увеличению долговечности t∗  для обоих типов I 
и II движения вала. 

Отметим также, что максимальная нагрузка QM  является параметром слу-
чайной величины X Q3 = , который задает диапазон ее изменения в силу от-
ношения (3.14). Данное обстоятельство позволяет расценивать указанное выше 
влияние QM  на долговечность t*  уплотнения как дополнительное свидетельство 
важности учета фактора случайности величины X Q3 = . 

Выводы. 1. Предложена стохастическая модель процесса изнашивания тон-
кого уплотнения, учитывающая случайные изменения температуры и внешней 
нагрузки и позволяющая оценивать долговечность уплотнения по критерию 
его герметичности. 

2. Проведены расчеты процесса изнашивания уплотнения, ориентированные 
на условия работы узла трения в открытом космосе на околоземных орбиталь-
ных станциях. Получены соответствующие оценки долговечности уплотнения.

3. Выявлены зависимости долговечности уплотнения от ряда параметров 
задачи. В частности, установлено, что увеличение максимальной нагрузки QM  
приводит к существенному снижению долговечности t*  уплотнения. Также 
долговечность t*  снижается, если вращение вала (движение типа I) заменяется 
на возвратно-поступательное перемещение (движение типа II).

4. Показана важность учета фактора случайности температуры T и внешней 
нагрузки Q при оценке долговечности уплотнения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, 
грант № 22-49-02010.
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Abstract  –  A stochastic model of the wear process of a shaft lip seal that takes 
into account random changes in the temperature and external load was described. 
The results of a numerical analysis of the process of seal wear in relation to the 
conditions of operation in open space at near-Earth orbital stations are presented. 
The importance of taking into account random changes in temperature and external 
load for predicting the seal durability was evaluated.
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нальны нормальному контактному давлению. При этом считается, что ко­
эффициент трения прямо пропорционален координате соприкасающихся 
точек контактирующих поверхностей. Выведена определяющая система 
уравнений задачи в виде неоднородной задачи Римана для двух функций 
с переменными коэффициентами, и построено ее замкнутое решение в 
квадратурах. Получены простые формулы для контактных напряжений и 
нормальной компоненты дислокации смещений точек берегов трещины. 
Изучены закономерности изменения контактных напряжений и раскры­
тия трещины в зависимости от максимального значения коэффициента 
трения.
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1. Введение. Известно, что многие инженерные сооружения и конструк­
ции по ряду причин содержат трещины и полностью или частично сцеп­
ленные включения. Вокруг этих концентраторов напряжений возникают 
быстро изменяющие локальные поля напряжений, которые часто приводят 
к частичному или полному разрушению конструкции. Поэтому изучение 
закономерностей изменения этих локальных полей напряжений является 
одним из приоритетных направлений развития контактных и смешанных 
задач теории упругости и механики разрушения. Это позволит провести 
более точный расчет конкретных конструкций и принять меры для предот­
вращения их разрушения.

Многие основополагающие результаты в этом направлении приведе­
ны в монографиях [1–5]. Что же касается контактных задач для упругих 
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тел с трещинами, когда на один из берегов трещины вдавливается жесткое 
включение, то первая работа в этом направлении принадлежит Д.И. Шерману 
[4]. В этой работе построено точное решение контактной задачи для упругой 
плоскости с трещиной, на одном из берегов которой спаяно тонкое жесткое 
включение. В дальнейшем замкнутое решение аналогичной осесимметричной 
контактной задачи для пространства с дискообразной трещиной было получено 
Г.Я. Поповым в [6]. В работах [7, 8] получены разрывные решения плоской и 
осесимметричной теории упругости для составных плоскостей и пространств с 
межфазными трещинами, на основе которых получены точные решения задач 
для составных плоскостей и пространств с частично оторванными от матрицы 
жесткими межфазными включениями. В монографии [9] и в работах [10–15] 
приведены замкнутые решения ряда осесимметричных и плоских смешанных 
и контактных задач для однородных и составных плоскостей и пространств с 
трещинами. Особо отметим работу [14], где численно-аналитическим методом 
механических квадратур, в рамках контактной модели Л.А. Галина, построено 
решение контактной задачи для плоскости с трещиной, на один из берегов 
которой вдавливается жесткий штамп. 

Здесь же в рамках модели контакта с трением, предложенной в работе [15], 
построено точное решение задачи для однородной плоскости с трещиной, на 
один из берегов которой вдавливается жесткий штамп с трением.

2. Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. Пусть однородная 
плоскость с коэффициентами Ламэ ∝  и λ , отнесенная к декартовой системе 
координат Oxy , находящаяся в состоянии плоской деформации, на интервале 
−( )a a,  оси абсцисс расслаблена конечной трещиной и деформируется при по­

мощи абсолютно жесткого штампа, вдавливаемого в нижний берег трещины при 
помощи нормальной сосредоточенной нагрузки величины P0 , приложенной 
в центре штампа (рис. 1). Полагается, что под штампом, помимо нормальных 
контактных напряжений, возникают также касательные контактные напряжения, 

Рис. 1. Схематическое представление задачи.
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которые связаны с нормальным контактным давлением законом сухого трения, 
коэффициент трения которого прямо пропорционален координатам точек 
контактирующих поверхностей [15]. 

Требуется построить замкнутое решение поставленной задачи, изучить зако­
номерности изменения контактных напряжений, действующих под штампом, 
и раскрытие трещины в зависимости от максимального значения коэффици­
ента трения. 

Мысленно разделив плоскость по оси абсцисс на две полуплоскости и снабдив 
все характерные величины нижней и верхней полуплоскостей соответственно 
индексами 1 и 2, поставленную задачу сформулируем в виде следующей гра­
ничной задачи: 
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Здесь σy x y(j)( , )  и τxy x y j(j) ( , ) ,=( )1 2  – компоненты тензора напряжений, 
действующих в верхней и нижней полуплоскостях соответственно, u xj( )( ,y)  
и v x y jj( ) =( )( , ) ,1 2  горизонтальные и нормальные составляющие вектора 
смещений в соответствующих полуплоскостях, f  – максимальное значение 
коэффициента трения, а δ-  жесткое смещение штампа по направлению оси Oy . 

Для решения граничной задачи (2.1)–(2.2) используем разрывные решения 
уравнений теории упругости для кусочно-однородной плоскости с межфазной 
трещиной, приведенные в [8], которые автоматически удовлетворяют гранич­
ным условиям (2.1). При помощи этих решений для напряжений, действующих 
на берегах трещины и производных от смещений точек берегов трещины, для 
однородной плоскости получим выражения:
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где введены обозначения:
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Используя представления (2.3), удовлетворим условиям на берегах трещины 
(2.2), предварительно продифференцировав последнее из них. В результате для 
определения неизвестных функций σ( )x , τ( )x  и функций дислокации смеще­
ний ¢u x( )  и ¢v x( )  придем к следующей определяющей системе сингулярных 
интегральных уравнений второго рода:
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	 (2.4)

Систему (2.4) нужно рассматривать при условиях равновесия штампа и не­
прерывности смещений в концевых точках трещины: 
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Далее из второго и третьего уравнений исключим скачок горизонтальных 
смещений. Тогда с первым и последним уравнениями (2.3) придем к системе: 
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Теперь, подставляя значение функции τ x( )из последнего уравнения (2.6) 
в первые два уравнения, после некоторых выкладок с учетом первого условия 
(2.5) придем к следующей определяющей системе сингулярных интегральных 
уравнений второго рода с переменными коэффициентами:
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Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению системы 
сингулярных интегральных уравнений второго рода с переменными коэффи­
циентами (2.7) при первых двух условиях (2.5).

3. Решение системы определяющих уравнений. Для построения решения систе­
мы (2.7) при первых двух условиях (2.5) введем в рассмотрение аналитические 
во всей комплексной плоскости, разрезанной по интервалу −( )a a, , функции
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и, используя формулы Племеля–Сохоцкого [4, 16], систему (2.7) напишем в виде:

Φ Φ Φ Φ1 1 2 21 1+ − + −−











− +












+ +( ) ( ) ( ) (x

f xi
a

x
f xi

a
i x x

α α
β ))

( ) ( )






=

−











+ +












−+ −

A

x
f xi

a
x

f xi
a

iΦ Φ Φ1 1 21 1
α α

β ++ −−




=( ) ( )x xΦ2 0

.

Отсюда после некоторых простых выкладок придем к следующей задаче 
Римана для двух функций:
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Здесь введены обозначения:
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а верхние индексы +  и -  здесь и далее будут означать значения комплексной 
функции соответственно на верхнем и нижнем берегах интервала интегрирования.

Следуя работе [11], построим решения системы (3.2), имеющие интегри­
руемые особенности в концевых точках интервала интегрирования. Для этого 
заметим, что
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где k  и n  – целые числа. 
Канонические решения соответствующей однородной задачи Римана да­

ются формулами [11]:
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	 (3.3) 

По формулам, приведенным в [9], для функций Γ0
к,n( ) ( )z и Γ к,n( ) ( )z  полу­

чим следующие выражения:
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Легко проверить, что эти решения будут иметь интегрируемые особенно­
сти в точке x a= −  только в двух случаях, когда k n= =1 0;  и k n= = 1 . В 
первом из этих случаев 

	
Γ

Γ

0
1 0

1 0

1
2

2
,

,

( )

−

( )

( ) =
+













−

( ) =
( )

∫z
i

i
cs
a

s z
ds

z
B z

a

a

π

π arctg

22 1
2

2

2π
β

τ
π τ

τi c a
i

d

Ba

a

ln
/+( )
















+













−
+∫ (( ) −( )τ z

,

	 (3.4) 

а во втором случае
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Общее решения задачи Римана (3.3) запишем в виде:

Φ Χ Χ Φ Φj j j j jz C z C z z z j( ) = ( )+ ( )+ ( )+ ( )( ) ( ) ( ) ( )
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где C1 и C2  – неизвестные постоянные, подлежащие определению, а функции 
Φ j z

1 0,( ) ( )  и Φ j z j
1 1

1 2
,

,( ) ( ) =( )  – частные решения системы (3.2), построенные 
на основе каждой из канонических решений, и даются формулами [11]:
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В рассматриваемом случае значения канонических решений 
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, ; ,( ) ( ) = =( ) , определяемые формулами (3.3), на верхнем и ниж­

нем берегах разреза −( )a a,  будут даваться формулами:
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Отметим, что при выводе последней из этих формул было использовано 
соотношение [17]:
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Используя вышеприведенные формулы, для функций F x n±
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Определим постоянные C jj =( )1 2, . Для этого сравним коэффициенты при 
z-1разложения функций Φ j z j( ) =( )1 2,  на бесконечности по представлениям 

(3.1) и (3.7). Используя первые два условия (2.5), получим:
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Откуда при помощи значения интеграла [17]
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Нетрудно убедится,  что D iD1 0= − .  Действительно,  так как 
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Значит, постоянные C jj =( )1 2,  можем представить в следующем виде: 
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Далее для определения контактного давления и нормального составляющего 
дислокации смещений по формулам Племеля–Сохоцкого [4] получим формулы:
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	 (3.8) 
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Подставляя в формулы (3.8) и (3.9) приведенные значения функций и введя 
обозначения

Q x q x x x x

Q x q x

1
4

1

2
4

4

4

( ) = ( ) ( )



 ( ) + ( )





( ) = ( )

exp cos sin

e

* *ψ ψ ψ

xxp / cos / sin* *

*

ψ ψ ψ

ψ

1 1 1

1
2

x cx a x cx a x

x a

( )



 +( ) ( )− −( ) ( )





( ) = rrctg cx a x/ ,( )+ ( )



ψ2

 

после некоторых математических выкладок для нормального контактного 
давления и нормального составляющего дислокации смещений точек берегов 
трещины получим выражения:
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Касательные контактные напряжения можно определять по последней из 
соотношений системы (2.6). Горизонтальный же компонент дислокации смеще­
ния точек берегов трещины ′( )u x  можно определить, решив второе или третье 
уравнение системы (2.4) или же уравнение:
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которое получается при помощи линейной комбинации указанных уравнений. 
Решение уравнения (3.11) при третьем из условий (2.5) записывается в виде [4]:
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Отметим, что в частном случае, когда трение отсутствует, будем иметь:
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Тогда из формул (3.10) и (3.11) для нормального контактного давления и 
нормальной составляющего дислокации смещений точек берегов трещины 
получим выражения:
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которые точностью совпадают с результатами работы [13], если в них принять 
коэффициент трения равным нулю. 

 4. Численные расчеты. Приведем также некоторые численные результаты. 
Очевидно, что численные значения контактных напряжений и раскрытие тре­
щины можно вычислить при помощи выше полученных формул. Однако мы 
пойдем другим путем и построим решение системы (2.7) численно-аналитиче­
ским методом механических квадратур, который, на наш взгляд, более общее 
и дает возможность решать аналогичные задачи для ограниченных областей, 
т.е. когда интегральные уравнения будут содержать регулярные части. С этой 
целью сформулируем систему (2.6) на интервале −( )1 1,  и, обозначив
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запишем ее в виде:
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Далее введем в рассмотрение новые искомые функции ϕ j x j( ) =( )1 2,  по 
формулам:
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Подставляя эти значения искомых функции в систему (4.1), после неко­
торых преобразований для определения функций ϕ j x j( ) =( )1 2,  придем к 
следующей системе сингулярных интегральных уравнений:
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При этом первые два условия (2.5) через функции ϕ j x j( ) =( )1 2,  запи­
шутся в следующем виде:

	 ϕ j s ds j( ) = =( )
−
∫

1

1

0 5 1 2. , .	 (4.3) 

Несложно заметить, что в первом уравнении доминирующей, в смысле 
особенности, является функция ϕ1 x( ) , так как коэффициент при функции 
ϕ2 x( )  равен нулю при x = ±1 , а во втором уравнении –ϕ2 x( ) . Кроме того, 
очевидно, что если во втором уравнении системы (4.2) заменим x  на -x  и 
обозначим ϕ ϕ2 1−( ) = ( )x x , то получим первое уравнение системы (4.2), т.е. 
ϕ ϕ2 1x x( ) = −( ). Определим поведение функции в концевых точках интервала 
интегрирования. Используя соотношение [16]:
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где нужно взять верхний знак в случае, когда c a= , и нижний знак, когда 
c b= , а функция Φ η( )  принадлежит классу H в окрестности точки c , при 
помощи первого уравнения (4.2) несложно убедиться, что функция ϕ1 x( ) , как 
и в выше полученных замкнутых решениях, в точке x = −1  имеет степенную 
особенность типа 1+( )−x

γ , а в точке x = 1  – степенную особенность типа 
1

1+( ) −x
γ . При помощи второго же уравнения (4.2) убеждаемся, что функция 

ϕ2 x( )в точке x = −1  имеет степенную особенность типа 1
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γ , а в точке 
x = 1  степенную особенность типа 1+( )−x
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Исходя из вышесказанного, искомые функции представим в виде:
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Рис. 2. Нормальное (а) и касательное (b) контактные напряжения.

Рис. 3. Раскрытие трещины.

Рис. 4. Нормальное контактное давление  по принятой модели и по модели контакта Галина.



ЕЩЕ РАЗ О КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ...� 229

где функции ϕ1
* x( )  и ϕ2

* x( )  – ограниченные, гладкие функции на замкнутом 
интервале −[ ]1 1, .

Подставляя эти выражения функции ϕ j x j( ) =( )1 2, в систему (4.2) и в усло­
вия (4.3) по обычной процедуре [18], для определения функций ϕ j x j* ,( ) =( )1 2  в 
точках коллокации ξi i n=( )1 2, ,....  придем к системе алгебраических уравнений.

Проведены численные расчеты и вычислены значения приведенного контакт­
ного давления σ* x( ), касательного контактного напряжения τ σ* *x fx x( ) = − ( ) 
и раскрытия трещины v x v ax a* /( ) = ( )  в случае, когда ν = 0 3. , aE P/ 0 1=  
для различных значений максимального значения коэффициента трения f . 

Результаты вычислений приведены в виде графиков (рис. 2–5). На рис. 2 при­
ведены графики нормального давления и касательных напряжений под вклю­
чением в зависимости от максимального значения коэффициента трения f  . 
Из них видно, что контактное давление мало зависит от f , тогда как при  
увеличении f  касательные напряжения возрастают.

На рис. 3 приведены графики раскрытия трещины с использованной здесь 
модели трения в случае, когда f = 0 1 0 3 0 5. , . , . . Из них явствует, что при уве­
личении максимального значения коэффициента трения раскрытие трещины 
уменьшается.

На рис. 4 и рис. 5 приведены графики нормального давления и касательных 
напряжений под включением, вычисленные с использованием здесь принятой 
модели трения (пунктирные линии) и модели контакта Л.А. Галина (сплошные 
линии) в случае, когда ρ = 0 1. . Как видно из графиков, нормальные давления 
почти не отличаются друг от друга, а касательные напряжения довольно близки 
и мало отличаются друг от друга. 

5. Заключение. Таким образом, изучено плоско-деформированное состоя­
ние однородной упругой плоскости с конечной трещиной, на один из берегов 
которой вдавливается абсолютно жесткий штамп с трением, когда касательные 
контактные напряжения связаны с нормальным контактным давлением зако­
ном сухого трения. При этом считается, что коэффициент трения зависит от 

 Рис. 5. Касательное контактное напряжение по принятой модели и по модели контакта Галина.
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координат соприкасающихся точек контактирующих поверхностей и прямо 
пропорционален им. Выведено ключевое уравнение в виде задачи Римана для 
двух функций, и построено ее точное решение. Построено решение задачи 
также численно-аналитическим методом механических квадратур, и изучены 
закономерности изменения контактных напряжений и раскрытия трещины 
в зависимости от максимального значения коэффициента трения. Проведен 
сравнительный анализ с решением той же задачи в рамках контактной модели 
Л.А. Галина.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке 
РА в рамках научного проекта 21T-2C209.
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ON A CONTACT PROBLEM FOR A HOMOGENEOUS PLANE  
WITH A FINITE CRACK UNDER FRICTION 
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Abstract – An exact solution to the contact problem of indentation of an absolutely 
rigid punch with a straight base, taking into account friction, into one of the edges 
of a finite crack located in a homogeneous elastic plane was derived. It is assumed 
that shear contact stresses are directly proportional to normal contact pressure. In 
this case, it is assumed that the friction coefficient is directly proportional to the 
coordinates of the contacting points of the contacting surfaces. The governing 
system of equations for the problem was derived in the form of the heterogeneous 
Riemann problem for two functions with variable coefficients and its closed solution 
is constructed in quadratures. Simple formulas for contact stresses and the normal 
dislocation component of displacements of crack edge points were obtained. The 
patterns of changes in contact stresses and crack opening depending on the maximum 
value of the friction coefficient have been studied.

Keywords: contact problem, friction, stamp, crack
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Существует ряд случаев эксплуатаций конструкций, в которых внешние 
воздействия носят случайный колебательный характер. Это в первую оче-
редь транспортировочные случаи – железнодорожная и автомобильная 
транспортировки. 
Поэтому при формировании режимов нагружения для оценки ресурсной 
прочности конструкций в этих случаях используется вероятностно-ста-
тистический подход. Представлены основные принципы такого подхода 
при формировании спектров циклического нагружения для отработки и 
анализа ресурсной прочности изделий. Проведена оценка уровней цикли-
ческого нагружения, и сформированы предложения по использованию 
разработанного подхода при оценке ресурсной прочности конструкций.

Ключевые слова: случайная вибрация, вероятностно-статистический под-
ход, спектр циклического нагружения, ресурсная прочность, транспор-
тирование изделий

DOI: 10.31857/S1026351924020108, EDN: uvzimc

1. Введение. При проектировании и испытаниях конструкций ракетно-кос-
мической техники широко распространен принцип, согласно которому 
достижение предельного состояния конструкции по критерию прочности 
наиболее вероятно произойдет при наибольших уровнях внешних воздей-
ствий – статических, вибрационных, ударных, акустических. Соответственно 
и большая часть расчетных и экспериментальных работ основана на анализе 
поведения конструкций при этих типах внешних воздействий.

С постепенным ростом заинтересованности в многоразовых ракетных 
системах и расширением требований по условиям эксплуатации косми-
ческой техники возникает необходимость более внимательно относиться 
к тем случаям нагружения конструкций, в которых внешние воздействия 
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носят длительный случайный колебательный характер. Эти случаи в основном 
связаны с наземной эксплуатацией – железнодорожным и автомобильным 
транспортированием изделий.

В данной статье рассматриваются вопросы обеспечения ресурсной прочности 
конструкций, то есть прочности при повторяющемся нагружении, характерном 
для транспортировки. В общем случае ресурсная прочность изделий определя-
ется спектром циклического нагружения – количеством циклов нагружения с 
различными уровнями.

При этом нагрузки для оценки ресурсной прочности должны базироваться 
не на расчетных уровнях с учетом коэффициентов безопасности, а на эксплуа
тационных, наиболее близко отражающих условия нагружения в процессе 
эксплуатации. Это позволяет избежать неоправданного завышения ресурсных 
нагрузок и заниженной оценки запасов ресурсной прочности конструкций.

Максимальные эксплуатационные нагрузки формируются на основе обобще-
ния длительного опыта натурных измерений внешних воздействий (перегрузок) 
при транспортировочных испытаниях. Эти уровни формируются из весовой 
составляющей (в вертикальном направлении) и экстремальных низкочастотных 
перегрузок в пределах низших тонов колебаний транспортируемого изделия 
и оборудования. Однако в некоторых случаях достоверные данные о спектрах 
нагружения на определенных этапах эксплуатации могут отсутствовать. 

2. Основные допущения вероятностно-статического подхода. В связи с этим 
предлагается вероятностно-статистический подход к формированию спектров 
циклического нагружения для отработки и анализа ресурсной прочности изде-
лий. Этот подход базируется на нескольких основных предположениях:

1. Задании коэффициента между среднеквадратичным значением (СКЗ) 
перегрузки σ и ее максимальным эксплуатационным nekspl

max  значением:

	 �n kekspl
max = σ .	 (2.1)

В некоторых случаях величина k  назначается на экспертном уровне с учетом 
имеющихся прецедентов и опыта.

2. Оценке предельного количества циклов нагружения объекта N£  с ис-
пользованием данных о длительности воздействий, характерных частотах 
колебаний транспортных средств, а также частот наиболее энергоемких тонов 
колебаний объекта.

3. Применении гипотетического закона распределения перегрузок. При 
анализе динамических процессов для амплитуд случайных колебаний исполь-
зуется интегральный Рэлеевский закон распределения [1]:

	  x x

x

( ) = − >( )
−

1 0e

2

22σ .	 (2.2)

4. Выборе нормативного значения вероятности непревышения тех или иных 
параметров внешних воздействий или нагрузок. Как правило, для различных 
параметров внешних воздействий принимаются следующие уровни вероятно-
сти непревышения �giv

i : 
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	 �giv
i i= =( )0 95 0 99 0 997 1 2 3. , . , . , , .	 (2.3)

На основе интегрального закона распределения Рэлея (2.2) определяются 
максимальные перегрузки, принятые для формирования спектров цикличе-
ского нагружения при заданных уровнях вероятности непревышения �giv

i  (2.3).
С учетом (2.2) имеем:

	 1 1 2 3

2

22− = =( )
−

e

x

giv
i iσ  � , , .	

Для определенности далее будем рассматривать внешние воздействия в 
виде линейных перегрузок. Из решения этого трансцендентного уравнения 
величина перегрузки, которая будет использоваться для оценки количества ци-
клов нагружения при заданной вероятности непревышения �giv

i , определится 
следующими соотношениями: 
	 x cres

i i= σ,  где c ii
giv
i= − −( ) =( )2 1 1 2 3ln , , .	

Отметим, что под корнем стоит положительная величина, так как 
0 1 1< − <giv

i � , и, следовательно, логарифм ln 1−( )giv
i �  принимает отри-

цательные значения. При этом величина среднеквадратичного значения �σ  
определяется из соотношения (2.1).

В итоге уровням вероятности непревышения 0.95, 0.99, 0.997 (2.3) соответ-
ствуют следующие уровни перегрузок:

	

x c

x c

x

res

res

res

1 1

2 2

3

2 448 2 448

3 035 3 035

3 409

= ⋅ =

= ⋅ =

= ⋅

. , . ,

. , . ,

.

σ

σ

σσ, . .c3 3 409=

	 (2.4)

Таким образом, при формировании общего количества циклов нагружения 
для ресурсных испытаний предлагается учитывать перегрузки разного уровня, 
не превышающие значения xres

i  (2.4).
3. Оценка количества эквивалентных циклов нагружения. Для сокращения 

количества циклов нагружения и, следовательно, объемов и сроков ресурс-
ных испытаний используется процедура приведения случайных перегрузок, 
распределенных в соответствии с принятым законом (2.2), к эквивалентным 
циклам с максимальной амплитудой xres

i , соответствующей принятому уровню 
вероятности непревышения.

Эта задача решается на основе гипотезы эквивалентности вибродинамиче-
ских воздействий, являющейся следствием усталостной кривой Веллера [2]:
	 x N x Nj j res

i
ji
eq( ) ⋅ = ( ) ⋅4 4

.	 (3.1)

Здесь x j  – перегрузка j-го уровня;
N j  – количество циклов перегрузок j-го уровня;
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N ji
eq  – эквивалентное количество циклов с максимальной перегрузкой, 

принятой для ресурсных испытаний xres
i .

Интегральной вероятности закона распределения (2.2) соответствует плот-
ность вероятности:

	 p x
d
dx

x
x

x

( ) = = >( )
−

σ
σ

2
2

2

2
0e � � � � � � � � � � � � � � .	 (3.2)

С использованием гипотезы эквивалентности (3.1) и выражения для плот-
ности вероятности (3.2) определим количество приведенных циклов, соответ-
ствующих максимальной перегрузке xres

i .
Количество циклов �dN x  с амплитудами, лежащими в диапазоне � � �x x dx, ,+[ ]  

определяется равенством:
	 dN N p x dxx = ⋅ ( )∑ � .	

С учетом соотношения (3.1) количество приведенных к максимальной ре-
сурсной перегрузке xres

i  циклов dN x
eq , эквивалентных количеству циклов �dN x

, соответствующих текущему значению x, примет вид:

	 dN N
x

x
p x dxx

eq

res
i

= ⋅










⋅ ( )∑ � �

�
4

.	

Общее количество приведенных к максимальной ресурсной перегрузке xres
i  

(2.4) циклов Ni
eq , используемых в оценке ресурса при заданной вероятности 

непревышения �giv
i ,  определяется следующим интегралом:

	 N N
x

x
p x dx ii

eq
x

res
i

res
i

= ⋅










⋅ ( ) =( )∫ ∑

0

4

1 2 3
� �

� , , .	 (3.3)

С учетом выражения для плотности вероятности (3.2) этот интеграл преоб-
разуется к следующему виду:

	 N
N

x
xi

eq

res
i

=
( )

Σ

σ2 4 1
� �

 ( ) ,	 (3.4)

где

	 1
0

5 2

2

2
( )x x dx

x xres
i

= ⋅∫
−

e σ � .	 (3.5)

Для вычисления интеграла (3.5) воспользуемся правилом интегрирования 
по частям, представив его в следующей форме:

	 � �1
2 4

2
2

2

2
x x

x
dx

x

( ) = ⋅ ⋅∫
−

σ
σ

σe .	
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Тогда будем иметь:

	 � � 1
2 4 2

2

2

2
4x x x

x

( ) = − ⋅ + ( )












−
σ σe ,	 (3.6)

здесь

	 2
3 2

2

2
x x dx

x

( ) = ⋅∫
−

e σ � .	

Интеграл ��I2 x( )  также берется по частям, в результате чего имеем:

	 � � � �2
2 2 2 2

2

2

2

2
2x x x dx

x x

( ) = − ⋅ + ⋅













− −
∫σ σ σe e 	

Интеграл, входящий в это выражение, элементарно вычисляется, и для ин-
теграла ��I1 x( )  с учетом (3.6) окончательно получим выражение:

	 � �1
2 4 2 2 4 24 8

2

2
x x x

x

( ) = − − −( )
−

σ σ σ σe .	

Тогда выражение для количества приведенных к максимальной перегрузке 
�xres

i  циклов (3.3), используемых в оценке ресурса, �Ni
eq  для различных уровней 

вероятности непревышения �i  примет вид:

	 N
N

x
x xi

eq

res
i

res
i

res
i

xres
i

=
( )

−( ) − ( ) −







∑
−

4

4 2 2 44 8σ σ e

(( )
+























=( )

2

22 48 1 2 3σ σ i , , .	

Равенство для приведенных циклов �Ni
eq  с учетом выражения для макси-

мальной перегрузки �xres
i  (2.4) запишется так:

	 N
N

c
c ci

eq

i

i i

ci

=
( )

−( ) − ( ) −





 +















−
( )

£
4

4 2
24 8 8

2

e 




=( )i 1 2 3, , .	 (3.7)

Таким образом, получена явная зависимость количества приведенных ци-
клов �Ni

eq  от отношения максимальной перегрузки �xres
i , учитываемой при 

формировании спектра циклического нагружения, к среднеквадратичному 
значению перегрузки �σ.

При малых уровнях напряженного состояния и уровнях перегрузок до-
пускается использовать пятую степень в гипотезе эквивалентности внешних 
воздействий (3.1) [3]:
	 x N x Nj j res

i
ji
eq5 5

⋅ = ( ) ⋅� .	
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Тогда выражение для количества приведенных циклов примет вид:

	 N
N

x
x xi

eq

res
i

res
i

res
i* * *( ), ( )=

( )
∑� �
� �

� � � � � � � � �
σ2 5 1 1I ���Iгде == ⋅∫

−

0

6 2

2

2

x xres
i

x dxe
�

�σ .	 (3.8)

Для вычисления интеграла �1
*  используется троекратное интегрирование 

по частям. В итоге для неопределенного интеграла �1
*  получим выражение:

	 �I1
2 5 3 2 4 2 6 25 15 15

2

2

2

2*( )x x x x dx

x x

= − − −( ) +
− −

∫σ σ σ σσ σe e� � .	 (3.9)

Для вычисления значения интеграла �1
*( )x  при трех значениях �xres

i  (2.4) 
необходимо определить численное значение интеграла, входящего в (3.9). При 
значениях верхнего предела �xres

i  заменой �x t= σ  этот интеграл сводится к 
следующему:

	
0

2
0 0

0

2

2

2

2x x
i i

с tres
i i

dx с с dt i∫ ∫
− −

= ⋅ = =e где eσ σ� � � � � � * *( ), ( ) , 11 2 3, ,( ) .	

Численные значения интегралов 0
*( )сi  с учетом (2.4) приведены в табл. 1.

В итоге при малых уровнях напряженного состояния и уровнях перегрузок, 
когда допускается использовать пятую степень в гипотезе эквивалентности 
внешних воздействий (3.1), количество приведенных циклов к максимальной 
перегрузке �xres

i , используемой для оценки ресурса при различных уровнях ве-
роятности непревышения �i , примет вид:

	
�

�
� � �N

N

x
x x xi

eq

res
i

res
i

res
i

res
i* =

( )
−( ) − ( ) −



∑
5

5 2 3 45 15σ σ
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








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−

∫e e

� �

�

x x xres
i

res
i

dx

2

2

2

22 4

0

215σ σσ



	

C учетом (2.4) количество приведенных циклов к максимальной перегрузке 
�xres

i  при использовании пятой степени в гипотезе эквивалентности примет вид, 
аналогичный (3.7):

	 �N
N

c
c c ci

eq

i

i i i

ci

* *(=
( )

−( ) − ( ) − ( )











+ ⋅∑ −
( )

5

5 3
2

05 15 15

2

e  сс ii ) , ,



















=( )� � � � � �1 2 3 .	

(3.10)

Была проведена оценка количества приведенных циклов нагружения Ni
eq  (3.7) 

при использовании четвертой степени в критерии эквивалентности (3.1) и Ni
eq*  
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(3.10) при использовании пятой степени в (3.1) в соответствии с предлагаемым 
вероятностно-статистическим подходом. В качестве базового использовалось об-
щее количество циклов нагружения N£ = 107. Эти результаты приведены в табл. 2.

Определение приведенного количества циклов нагружения на нескольких 
подинтервалах внутри выбранного для анализа ресурсной прочности интервала 
уровней нагружений от 0 до �xres

i  должно проводиться в соответствии с (3.3), 
(3.8). Таким образом, например, для подуровня [aj, bj] приведенное количество 
циклов нагружения запишется в виде:

	 N
N

b
x dx N

N

b
i j
eq

j a

b x

i j
eq

j a

b

j

j

j

j

, ,
*=

( )
⋅ =

( )
∑ ∑

−

∫
σ σ

σ
2 4

5 2
2 5

2

2

�
� �

�
e ∫∫ ⋅

−
x dx

x
6 2

2

2
e σ � 	(3.11)

при переводе по четвертой и пятой степени соответственно.

Таблица 2. Оценка приведенного количества циклов нагружения к подуровням. 
Базовое количество циклов нагружения N£ = 107

i 1 2 3

�i
0.95 0.99 0.997

ci 2.448 3.035 3.409

�xres
i c1·σ c2·σ c3·σ

Ni
eq  (3.7) 1.283·106 7.902·105 5.506·105

Ni j
eq
,  (3.11)

0.3 �xres
i 7.352·105 1.016·106 1.184·106

0.7 �xres
i 1.675·106 1.507·106 1.297·106

�xres
i 8.752·105 4.201·105 2.296·105

Ni
eq*  (3.10) 9.826·105 5.565·105 3.621·105

Ni j
eq

,
*  (3.11)

0.3 �xres
i 6.253·105 8.602·105 9.991·105

0.7 �xres
i 1.380·106 1.208·106 1.016·106

�xres
i 7.491·105 3.514·105 1.889·105

Таблица 1. Численные значения интеграла 0
*( )сi

i 1 2 3

�i
0.95 0.99 0.997

ci 2.448 3.035 3.409

0
*( )сi 1.235297 1.250298 1.252496
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В табл. 2 приведены результаты оценки количества циклов нагружения при 
приведении к подуровням 30%, 70%, 100% в подинтервалах [0.0 0.3], [0.3 0.7] 
и [0.7 1.0] от �xres

i .
Из табл. 2 видно, что разделение на подуровни ведет к увеличению общего 

числа циклов нагружения (в рассмотренном варианте в 3–6 раз), однако позво-
ляет снизить количество циклов нагружения с максимальным уровнем в соот-
ветствии с гипотезой эквивалентности вибродинамических воздействий (3.1).

Рис. 1. По оси абсцисс отложен уровень нагружения в среднеквадратических значениях, по 
оси ординат число циклов нагружения внутри подуровней.

Таблица 3. Оценка приведенного количества циклов нагружения из правой 
части спектра (3.12) к уровню � �nekspl

max . Базовое количество циклов нагружения 
N£ = 107

i 1 2 3

�i 0.95 0.99 0.997

ci 2.448 3.035 3.409

N eq
max , k = 6 26182 10005 4385

ξ, % 73.65 19.34 7.65
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Следует остановиться также на вопросе учета правой части спектра цикли-
ческого нагружения, в которой большие уровни нагружения реализуются ма-
лое количество раз. В принятых предположениях это часть спектра от �xres

i  до 
максимального эксплуатационного значения перегрузки � �nekspl

max :

	 � � �x nxres
i ekspl< ≤ max .	 (3.12)

Для этого проведем оценку количества циклов нагружения типового рас-
пределения (2.2) с шагом в половину среднеквадратического значения для 
базового количества циклов нагружения N£ = 107 . Результаты этой оценки 
приведены на рис. 1.

Как видно из рисунка, уровни перегрузок более трех среднеквадратических 
значений (вероятность непревышения которых для Рэлеевского распределения 
составляет 99%) можно считать достаточно маловероятными.

Была рассчитана величина ξ, определенная как отношение количества циклов 
от правой и левой частей спектра относительно �xres

i  (для показателя кривой 
усталости 4), которая в соответствии с (3.3)–(3.5) запишется в виде:
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res
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2

100

e

e

�

�

% .	

Результаты оценки эквивалентного числа циклов нагружения для правой 
части спектра (3.12), а также величины ξ при максимальном эксплуатационном 
уровне перегрузок nekspl

max = 6σ  приведены в табл. 3.
Исходя из проведенного анализа можно сделать вывод, что при использо-

вании вероятности непревышения �i  = 0.99 вклад от правой части спектра 
циклического нагружения в общее количество эквивалентных циклов на-
гружения может составлять ~20%. Из этого следует, что уровни нагружения, 
представленные в табл. 3, также должны учитываться при анализе и отработке 
ресурсной прочности.

При оценке ресурса конструкции проводится симметризация нагрузок, 
так как наиболее полная информация по ресурсным свойствам материалов 
существует именно для симметричных циклов. Несимметричность циклов 
нагружения возникает как правило из-за наличия постоянной статической 
составляющей в перегрузках. Как правило, для транспортировки это весовая 
составляющая nstat = 1.

Максимальное эксплуатационное значение амплитуды эквивалентного 
симметризованного цикла нагружения Aeq

i  по Одингу [3] записывается в виде 
(в предположении линейной связи между перегрузками и напряжениями):

	 A x x neq res
i

res
ii = +( )� � stat ,	
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где �xres
i  – уровень динамической перегрузки, учитываемый при оценке ресурса.

4. Заключение. В итоге для случаев транспортировки с учетом принятых до-
пущений разработан способ формирования форсированных уровней перегру-
зок с заданным уровнем вероятностей непревышения в обеспечение анализа 
и отработки ресурсной прочности изделий. Это позволяет свести все много-
образие случайных разноуровневых циклов нагружения к суммарным циклам 
форсированных уровней перегрузок.

Таким образом, при проектировании изделий и отработке ресурсной проч-
ности, особенно для изделий многоразового применения, дальность транспор-
тирования которых может быть явно не задана, предлагается ориентироваться 
на соотношения величин σ, �xres

i  и � �nekspl
max  с достижением пределов прочности, 

текучести и выносливости используемых материалов при соответствующих пе-
регрузках. При отсутствии представительных данных по спектрам нагружения 
рекомендуется, чтобы максимальные уровни перегрузок, используемые для 
ресурсных испытаний, не превышали перегрузок, задаваемых для проектных 
прочностных расчетов и не приводили к появлению пластических деформаций 
в конструкции:
	 �σ σnekspl

max( ) ≤ 0 2. .	

Для изделий, многократное длительное транспортирование которых не 
предполагается, это требование может оказаться избыточным – при уровнях 
перегрузок больше �xres

i , определенной при вероятности непревышения не 
менее 0.99, в отдельных зонах конструкции могут возникать пластические де-
формации. Для их учета необходимо в каждом конкретном случае оценивать 
количество превышений указанного уровня и принимать решение по их вклю-
чению в спектр циклического нагружения.

Вопрос принятия решения по конкретному уровню вероятности непревы-
шения нагрузок, используемых при ресурсных испытаниях, зависит от степени 
ответственности рассматриваемого конструктивного объекта и носит норма-
тивный характер. Окончательное определение параметров для формирования 
спектров циклического нагружения должно проводиться с учетом времени 
испытаний, возможностей оборудования и параметров нагружения изделия.
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Abstract – There are several cases during exploitation of structures when external 
loading is random vibration in nature. It is, firstly, automobile and railway 
transporting regimes. Therefore, during formation of loading regimes for estimation 
of resource strength of structures probability-statistical approach is used. In this 
article basic principles of this approach for formation spectrums of cyclic loading for 
testing and analysis of resource strength are presented. Estimation of levels of cyclic 
loading is performed, as well as suggestions for possible use of proposed approach 
when estimating resource strength of structures were provided.
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Обсуждается вопрос о необходимом классе гладкости решений квазиста-
тических задач механики деформируемого твердого тела в терминах пе-
ремещений. Показывается, что для того чтобы уравнения совместности 
деформаций при подстановке в них перемещений стали тождествами, 
требуется существование некоторых третьих смешанных производных пе-
ремещений. Для линейно упругой сжимаемой изотропной упругой среды 
приводится контрпример, в котором поле перемещений, будучи дважды 
дифференцируемым решением краевой задачи для системы уравнений 
Ламе во всей области, не является решением задачи в перемещениях во 
всех точках этой области.

Ключевые слова: постановка в перемещениях, деформация, напряжение, 
уравнения совместности, непрерывность, дифференцируемость, объем-
ные силы, поверхностные нагрузки
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1. Постановка в перемещениях. Как известно, постановка в перемещениях 
квазистатической задачи механики деформируемого твердого тела при ма-
лых деформациях включает в себя три уравнения равновесия в трехмерной 
области Ω :
	       σ εij j iu X[ ] ,,( ) + = ∈0 x Ω ,� (1.1)

где ε = Def u, с объемными силами X x( ), а также граничные условия на 
границе ∂ = ∪Ω Σ Σu σ :

	 u u u n Pi i u ij j i= ( ) ∈ ( )



 = ∈0 0x x x, ; ,        Σ Σσ ε σ � (1.2)

с заданными перемещениями u x0 ( )  и нагрузками P x0 ( ) . Векторные поля 
X , u0  и P0  обычно называют внешними данными задачи. Если оператор 
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определяющих соотношений σ σ ε= ( )  таков, что каждое из уравнений (1.1) 
второго порядка, то решение задачи (1.1), (1.2) при непрерывных внешних 
данных ищется в классе гладкости C 2 Ω( )  [1].

Так как тензор ε  является деформатором векторного поля, шесть уравне-
ний совместности:
 	 ε ε ε ε ε ε εαα ββ ββ αα αβ αβ αβ γγ γγ αβ αγ γβ βγ γα, , , , , , ,, ,+ = + = +2 � (1.3)

эквивалентные равенству нулю всех компонент симметричного тензора несо-
вместности Крёнера Ink ε  [2], будут выполнены автоматически в силу тождества
	 Ink Def� � u º 0 .	 (1.4)

В уравнениях (1.3) по повторяющимся греческим индексам суммирование 
не производится. Разным греческим индексам обязательно соответствуют раз-
личные числовые значения от 1 до 3.

Наличие тождеств (1.4) дает основание не включать условия совместности 
деформаций (или выведенные из них условия совместности напряжений) в по-
становку задачи в перемещениях. Однако шесть уравнений (1.3) станут тожде-
ствами при подстановке в них перемещений, только если каждое из слагаемых 
в (1.3) будет существовать во всех точках, принадлежащих   Ω . Для этого тре-
буется, чтобы существовали некоторые смешанные производные от u  третьего 
порядка, что, вообще говоря, не гарантировано требованием u C∈ ( )2 Ω .

Нетрудно видеть, что в число упомянутых смешанных производных треть-
его порядка входят по шесть производных вида u  α αββ,  и u  α ββγ, , а также три 
производных вида uα αβγ, , т.е. всего 15 из 30 возможных комбинаций. При этом 
производные вида uα ααα, , uα βββ,  и uα ααβ,  (их всего также 15) в выражениях 
(1.3) не встречаются.

Таким образом, дополнительным условием, налагаемым на поле u x( )  в 
постановке задачи в перемещениях, является существование во всей области 
Ω  третьих смешанных производных:
	 u u uα αββ α ββγ α αβγ, , ,, , .	  (1.5)

2. Контрпример. Приведем пример квазистатической задачи в перемещениях 
с непрерывными внешними данными, решение которой всюду принадлежит 
классу гладкости C2 , но в некоторых точках области слагаемые, входящие 
в уравнения совместности (1.3), не существуют, а значит, эти уравнения не 
выполняются.

Рассмотрим плоскую деформацию линейно упругой сжимаемой изотроп-
ной среды с постоянными Ламе λ , µ  и коэффициентом Пуассона ν < 1 2/  
в квадрате
	 Ω = − < < − < <{ , }l x l l x l1 2  	 (2.1)

с границей ∂ = ∑ = ∑ ∪∑ ∪∑ ∪∑+ + − −Ω σ 1 2 1 2 , где 

	 ∑ = = ± − < < ∑ = − < < = ±± ±1 1 2 2 1 2{ , }, { , }x l l x l l x l x l .	  (2.2)
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Обозначим y x x= +1 2  и введем дважды дифференцируемую в Ω  функ-
цию f y( ) :
	 f y y y f y y y f y( ) = ( ) = =′ ′′2 3 6, , .	  (2.3)

Зададим объемные силы в виде:

X a a f X a a f1 1 2 2 1 21 2
3 4

1 2
3 4= −

−
−( ) +



 = −

−
+ −( )



′′ ′′µ

ν
ν

ν
ν

µ
, , 	 (2.4)

где a1  и a2  – некоторые постоянные с размерностью L-2 . На всей границе Σσ  
зададим вектор напряжений с компонентами
	 P a a l x P a a l x x1

0
1 2 2

2
2
0

1 2 2
2

13 2 3= +( ) +



 ± = +( ) ± ∈ ∑ ±λ µ λ µ( ) , ( ) ,

P a a l x P a a l x x1
0

1 2 1
2

2
0

1 2 1
2

23 3 2= +( ) ± = + +( )



 ± ∈ ∑ ±µ λ λ µ( ) , ( ) , . 	(2.5)

Точное решение уравнений Ламе:

 	 1
1 2

0 1 2
−

+ + = ∈ =
ν µ

u u
X

x ij ij i jj
i

, , , , ,Ω ,	  (2.6)

удовлетворяющее граничным условиям (2.5), запишется следующим образом: 
 	 u a f y ii i= ( ) =, ,1 2 .	 (2.7)

Ненулевые деформации и напряжения, вычисленные по перемещениям (2.7), 

 	 ε ε ε11 1 12 1 2 22 2
1
2

= ( ) = +( ) ( ) = ( )′ ′ ′a f y a a f y a f y, , ,	 (2.8)

σ λ µ λ σ µ11 1 2 12 1 22= +( ) +



 ( ) = +( ) ( )′ ′a a f y a a f y, ,

	 σ λ λ µ σ λ22 1 2 33 1 22= + +( )



 ( ) = +( ) ( )′ ′a a f y a a f y, ,	 (2.9)

σ λ µkk a a f y= +( ) +( ) ( )′3 2 1 2

непрерывно дифференцируемы во всем квадрате (2.1), но не имеют вторых про-
изводных при y = 0 , т. е. на диагонали x x2 1= − . Следовательно, в точках этой 
диагонали единственное в плоской задаче уравнение совместности деформаций 
ε ε ε11 22 22 11 12 122, , ,+ =  не выполняется. Поэтому поле перемещений (2.7), при-
надлежащее классу C 2 Ω( ) , несмотря на удовлетворение уравнениям равнове-
сия (2.6) и граничным условиям с нагрузками (2.5), является решением задачи 
в перемещениях не во всей области Ω , а только вне точек отрезка x x2 1= − .

Суть приведенного контрпримера, очевидно, в том, что заданные объемные 
силы (2.4) непрерывны, но не непрерывно дифференцируемы во всей области Ω . 
Действительно, обратимся к постановке той же самой задачи, но в напряжениях 
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(постановке Победри [3]). Она включает в себя четыре нетождественных урав-
нения Бельтрами–Мичелла:

	 ∆ Ωσ
σ

ν
ν

ν
δij

kk ij
i j j i ijX X+

+
= − +( )− −

∈,
, , ,

1 1
divX � � � �x ,	 (2.10)

а также выполненные на границе ¶Ω  уравнения равновесия и граничные ус-
ловия, в которых заданы нагрузки (2.5).

Правые части уравнений (3.1) в случае объемных сил (2.4) не определены 
на диагонали x x2 1= − , поэтому точное решение (2.9) задачи в напряжениях 
заведомо не имеет места в точках данной диагонали. Но постановки одной и 
той же краевой задачи в терминах напряжений и перемещений, как известно, 
должны быть эквивалентны в том числе и касательно того, что относится к 
классам гладкости разыскиваемых векторных и тензорных полей. Поэтому 
все решение u x x x( ) ( ) ( ){ }, ,ε σ  не существует в точках x x2 1= −  (еще раз 
подчеркнем, несмотря на принадлежность поля u  классу C2  во всей области 
Ω  с замыканием).

Кажущееся противоречие устраняется дополнительным требованием в по-
становке задачи в перемещениях того, чтобы существовали третьи смешанные 
производные вида (1.5), хотя формально постановка (1.1), (1.2) таких требова-
ний не предполагает.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант 
24-21-20008).
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Abstract – The problem of the necessary class of smoothness of solutions to quasi-
static problems of deformable solid mechanics in terms of displacements was 
discussed. It is shown that in order for the equations of compatibility of deformations 
to become identities when displacements are substituted in them, the existence 
of some third mixed derivatives of displacements is required. A counterexample 
for a linearly elastic compressible isotropic elastic medium was given. In this 
counterexample, the displacement field, being a doubly differentiable solution to the 
boundary value problem for the system of Lame equations in the entire domain, is 
not a solution to the displacement problem at all points in this domain.

Keywords: displacement formulation, deformation, stress, joint equation, 
continuity, differentiability, volume force, surface load

REFERENCES

1.	 Nowacki W. Teoria sprezystosci. Warszawa: PWN, 1973.
2.	 Georgievskii D.V. High-rank deformators and the Kroener incompatibility tensors with two-

domensional structure of indices // Doklady Physics. 2019. V. 64. № 6. P. 256–257.
3.	 Pobedria B.E. Numerical Methods in Theory of Elasticity and Plasticity. Moscow: Moscow 

Univ., 1995. [in Russian]



 

ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2024, 

№ 2,  с.  249–268

УДК 539.422.5

ЭВОЛЮЦИЯ ИНДИКАТОРОВ ПОВРЕЖДАЕМОСТИ  
ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ КОМПОЗИЦИОННОЙ 

ПЛАСТИНЫ С ОТВЕРСТИЕМ

© 2024  г.    А.  С.  Дзюбаа, *, С.  И.  Елеонскийа, **, 

М.  Д. Зайцева, ***, В.  С. Писарева, ****
аЦентральный аэрогидродинамический институт им. проф. Н.Е. Жуковского,

Жуковский, Московская обл., Россия

*e-mail: dzuba@tsagi.ru,  
**e-mail: juzzepka@mail.ru,  

***e-mail: zaytcev@list.ru, 
****e-mail:VSP5335@mail.ru

Поступила в редакцию 13.07.2024 г. 
После доработки 07.09.2024 г. 

Принята к публикации 21.09.2024 г.

Разработан новый экспериментальный метод, который обеспечивает 
количественное описание эволюции индикаторов повреждаемости при 
циклическом нагружении композиционных образцов с концентраторами 
напряжений. Параметры повреждаемости определяются как деформаци-
онный отклик на нанесение искусственного надреза заданной длины, ко-
торый распространяется от контура центрального сквозного отверстия в 
плоском прямоугольном образце при постоянной внешней нагрузке. По 
результатам испытаний восьми образцов получены текущие величины 
индикаторов повреждаемости на различных этапах усталостного нагруже-
ния. Эти данные выявляют зависимости искомых параметров от количе-
ства циклов нагружения. На этой основе для рассмотренного диапазона 
циклов построена функция накопления повреждений. Установлено, что 
эта функция относится к первой стадии исследуемого процесса. Получен-
ные результаты являются необходимой основой планирования дальней-
ших экспериментов.
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1. Введение. Слоистые композиционные материалы, преимущественно 
армированные углеродными волокнами, широко применяются в различных 
отраслях техники, например в авиастроении [1, 2]. Одной из трудностей, ко-
торые возникают при проектировании композиционных конструкций, яв-
ляется то, что в ходе циклического нагружения композиционные материалы 
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постепенно теряют свои прочностные и/или жесткостные характеристики 
вследствие прогрессирующего процесса накопления повреждений. Во многих 
случаях этот факт требует значительного количества испытаний образцов и 
структурных элементов, необходимого для сертификации композиционных 
конструкций [2]. Поэтому создание и верификация моделей, которые обла-
дают способностью количественного описания момента возникновения и 
дальнейшей эволюции повреждений, а также их влияния на поля деформаций 
и напряжений при циклическом нагружении слоистых композиционных ма-
териалов, представляет значительный научный и практический интерес [3–6].

В настоящее время в научной литературе рассматриваются несколько мето-
дологий моделирования возникновения и развития повреждений в компози-
ционных материалах. Исторически первыми их них являются использование 
критериев разрушения (failure criteria), основанных на анализе напряженного 
состояния, а также модели, построенные в рамках непрерывной механики 
повреждений (continuum damage mechanics – CDM). Эти два метода часто ис-
пользуются совместно, а именно критерии разрушения служат для предсказания 
возникновения повреждения, а CDM-модели используются для описания их 
эволюции [6–8]. В процессе применения стало очевидно, что подобные под-
ходы имеют ряд серьезных ограничений [9–12].

Альтернативой упомянутым выше методологиям может служить дискретная 
механика повреждений (discrete damage mechanics – DDM) [5, 13, 14]. Утвержда-
ется, что модели, построенные на основе DDM, обладают, во-первых, способ-
ностью надежно предсказывать величину деформации, которая соответствует 
появлению первой микротрещины. Во-вторых, данная информация позволяет 
описать эволюцию микротрещин как функцию действующих деформаций и, 
в-третьих, получить перераспределение напряжений в отдельном слое материала 
вследствие деградации механических свойств поврежденного слоя. 

Главный недостаток всех упомянутых выше подходов состоит в том, что 
построение любой аналитической, численно-аналитической или численной 
модели накопления повреждений требует привлечения различных параметров, 
которые не могут быть получены путем прямых физических измерений. В ка-
честве примера можно, например, упомянуть DDM-модель, которая построена 
на основе метода конечных элементов [5]. Первым необходимым параметром 
является растрескивание матрицы, которое количественно характеризуется 
плотностью микротрещин. Вторым параметром служит момент разрушения 
отдельного волокна, который определяется на основе критерия максимального 
напряжения. Совершенно ясно, что корректность задания обоих параметров, 
которая решающим образом влияет на результаты применения модели, может 
быть обоснована с непонятной степенью точности и только на основе косвен-
ных данных. Таким образом, количественные оценки накопления поврежде-
ний в композиционных материалах, полученные на основе различных моде-
лей, необходимым образом нуждаются в экспериментальном подтверждении. 
Существующие экспериментальные методы, основанные на анализе макро- и 
микроизображений не дают искомых количественных характеристик [15, 16]. 

Для получения необходимых количественных параметров был разработан и 
верифицирован новый разрушающий метод количественного описания процесса 
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накопления повреждений в нерегулярных зонах металлических образцов при 
малоцикловой усталости [17, 18]. Данный подход включает предварительное 
нагружение образцов до заданного количества циклов и последующее опре-
деление параметров механики разрушения, относящихся к искусственному 
надрезу, который наносится при постоянной внешней нагрузке. Измерение 
деформационного отклика на локальное удаление материала проводится ме-
тодом электронной спекл-интерферометрии. Эффективность предложенной 
методологии иллюстрируется при исследовании малоцикловой усталости в 
окрестности свободного и упрочненного отверстий в плоских образцах. Клю-
чевым моментом разработанного подхода является тот факт, что исходные экс-
периментальные данные, представляющие собой тангенциальные компоненты 
перемещений в окрестности вершины надреза, и полученные на этой основе 
величины коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) и T-напряжений 
используются в качестве текущих индикаторов повреждаемости. В предыдущей 
работе показано, что подобный подход можно эффективно использовать, ког-
да искусственный надрез наносится от контура отверстия в плоском образце, 

Рис. 1. Схема исследуемых образцов: a) чертеж; b) искусственный надрез, схема нагружения 
и индикаторы повреждаемости.
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изготовленном из композиционного материала [19]. В данной работе разра-
ботанная методология применяется для количественного описания процесса 
накопления повреждений при знакопеременном циклическом нагружении 
прямоугольной пластины с центральным сквозным отверстием, которая изго-
товлена из композиционного материала.

2. Объекты исследования и методика эксперимента. В качестве объектов 
исследования используется набор плоских прямоугольных образцов с раз-
мерами 180 × 30 × 4.78 мм, изготовленных из композиционного материала 
с продольно-поперечной укладкой [0/90]6S. Общее количество испытанных 
образцов составляет 8 штук. Купоны вырезаны из одной заготовки размерами 
320 × 320 × 4.78 мм по одинаковой технологии. Все образцы имеют центральное 
сквозное отверстие диаметром 2 r0 = 5.0 мм, как это показано на рис. 1. Перво-
начальные отверстия выполнены твердосплавным сверлом диаметром 4.80 мм 
и затем развернуты до диаметра 2 r0 = 5.0 мм.

Упругие постоянные ортотропного материала равны: продольный модуль 
упругости E1 = 73 100 МПа; поперечный модуль упругости E2 = 73 100 МПа; 
модуль сдвига G12 = 5300 МПа; коэффициенты Пуассона ν12 � = �ν21 = 0.25. Обоб-
щенные механические свойства композиционного материала определялись на 
основе итерационного численного анализа форм колебаний прямоугольных 
пластин, вызванных точечным импульсным ударом. Краткое описание исполь-
зуемой методологии приведено в работе [19].

Обозначения исследуемых образцов и количество циклов нагружения при-
ведены в табл. 1. Данные для одного из образцов (CDC_2) получены в исход-
ном состоянии без приложения циклической нагрузки. Соответствующая ин-
формация приведена ранее в работе [19] для Образца S_22. Остальные купоны 
подвергаются одноосному периодическому растяжению-сжатию при помощи 
электрогидравлической испытательной машины INSTRON-10 с диапазоном 
нагружения 0–100 кН. Параметры цикла нагружения составляют: размах на-
пряжений ∆σ  = 600 МПа; коэффициент асимметрии R = –0.5; максималь-
ное напряжение σMAX  = 400 МПа; σMIN  = –200 МПа; ∆σ σ σ= −MAX MIN ;  
R = �σ σMIN MAX/ . Направление внешней нагрузки совпадает с направлением 
оси y, как это показано на рис. 1. Количество циклов нагружения указано в 
табл. 1. Таким образом обеспечивается набор объектов исследования с различ-
ным уровнем накопленных повреждений в окрестности отверстия. 

Таблица 1. Номенклатура образцов и количество циклов нагружения 

Номер  
образца CDC_2 CDC_3 CDC_4 CDC_5 CDC_6 CDC_7 CDC_8 CDC_1

Количество 
циклов 

нагружения,
N×10 4-  

0 40 80 120 160 200 240 315
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Последовательность проведения экспериментов, учитывая особенности 
деформирования композиционного материала, выглядит следующим образом. 
Первым нагружался Образец CDC_1 с постоянным контролем состояния по-
верхности, включая ее температуру. Начальные признаки изменения исходного 
состояния поверхности и заметное повышение тепловыделения наблюдались 
при достижении 310 000 циклов. Поэтому нагружение Образца CDC_1 было 
прекращено после достижения 315 000 циклов. Затем было проведено после-
довательное нагружение Образцов CDC_3–CDC_8, согласно данным табл. 1. 
После этого для этих купонов были проведены оптические интерференционные 
измерения локального деформационного отклика на малое приращение длины 
надреза при постоянной внешней нагрузке. Образцы с различной степенью 
поврежденности последовательно устанавливаются в захватах испытательной 
машины walter+bai ag, Type LFM-L 25, с диапазоном нагружения 0–25 кН. Это 
нагружающее устройство включено в оптическую схему интерферометра, как 
это показано в работах [19, 20]. Ключевой особенностью, обеспечивающей 
получение картин интерференционных полос высокого качества, является 
наличие мобильного модуля, который удаляется из оптической схемы интер-
ферометра для нанесения надреза и затем с интерференционной точностью 
возвращается на исходную позицию. Подробное описание данного устройства 
приведено в работе [20]. 

Перед нанесением надреза каждый образец нагружается растягивающим 
усилием. Величина этого усилия должна быть выбрана так, чтобы обеспечить 

Рис. 2. Образец CDC_4. Картины интерференционных полос, полученные в терминах пло-
ской компоненты перемещений u (a) и v (b). Исходная длина надреза a0  = 0 с приращениями  
∆a1

-  = 3.01 мм (левый надрез) и ∆a1
+ = 2.52 мм (правый надрез). Средняя длина надреза  

a1  = 2.76 мм.
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оптимальную плотность картин интерференционных полос. Процедура, обес
печивающая корректность такого выбора, а также способ обработки картин 
интерференционных полос для количественного определения параметров 
повреждаемости подробно изложены в работах [19, 20]. В результате проведен-
ных исследований установлено, что оптимальная величина внешней нагрузки 
для надреза длиной a1  = 2.70 мм соответствует номинальному напряжению  
σ = 21.7 МПа. Именно эти значения использовались при нанесении надреза 
шириной ∆b = 0.2 мм во всех образцах.

3. Результаты определения параметров повреждаемости. Картины интерфе-
ренционны полос, полученные для Образца CDC_2 в результате нанесения 
первого надреза для величины номинальных напряжений σ = 21.7 MPa, приве-
дены в статье [19]. Аналогичные интерферограммы, которые визуализированы 
для Образца CDC_4 и Образца CDC_1, показаны на рис. 2 и 3 соответственно. 
Начало симметричного надреза расположено в двух точках пересечения оси 
симметрии образца (оси x) с контуром отверстия. Картины интерференцион-
ных полос, которые получены для всех образцов, характеризуются практически 
идеальным качеством и структурой. 

Необходимым условием достижения основной цели исследования является 
получение картин интерференционных полос, которые соответствуют средней 
длине надреза a1 »  2.70 мм. Поэтому для одного образца регистрируются че-
тыре набора картин интерференционных полос. Первый из них соответствует 

Рис. 3. Образец CDC_1. Картины интерференционных полос, полученные в терминах пло-
ской компоненты перемещений u (a) и v (b). Исходная длина надреза a0  = 0 с приращениями 
∆a1

-  = 2.52 мм (левый надрез) и ∆a1
+ = 2.94 мм (правый надрез). Средняя длина надреза  

a1  = 2.74 мм.
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специально заниженной величине a1 1− ≈  2.31 мм. Затем длина надреза после-
довательно увеличивается только для одной из ветвей двустороннего надреза, 
достигая суммарной длины a1 2- , a1 3-  и a1 4- . Исходное состояние поверхности, 
естественно, регистрируется только один раз и используется при визуализации 
всех четырех наборов интерферограмм. Получение картин полос высокого каче-
ства на всех четырех этапах для каждого образца свидетельствует о практически 
идеальных характеристиках экспериментальной техники. Полная последова-
тельность процедуры, реализованной для Образца CDC_4 и Образца CDC_1, 
представлена в табл. 2 и 3 соответственно.

Таблица 2. Последовательность экспериментальной процедуры для Образца 
CDC_4

Нумерация 
надрезов a1 1-

- a1 1−
+

a1 1- , мм 3.01 2.52 a1 2-
- a1 2−

+

a1 2- , мм 3.01 2.66 a1 3-
- a1 3−

+

a1 3- , мм 3.01 2.83 a1 4-
- a1 4−

+

a1 4- , мм 2.91 3.15

a1 , мм 2.76 2.84 2.92 3.03

∆N v
0 , полос 17.5 17.5 18.0 17.0 18.0 17.0 18.0 18.0

∆v 0 , мкм 6.65 6.65 6.84 6.46 6.84 6.46 6.84 6.84

∆v 0 , мкм 6.65 6.65 6.65 6.84

∆N u
0 , полос 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 3.0 2.5

u1 , мкм 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 1.14 0.95

u1 , мкм 0.95 0.95 0.95 1.04

Результаты обработки картин интерференционных полос в терминах ин-
дикаторов повреждаемости, полученные для восьми образцов, представлены 
в табл. 4. Зависимости индикаторов повреждаемости от количества циклов 
нагружения, построенные по данным табл. 4, показаны на рис. 4. Экспери-
ментальные распределения, приведенные на рис. 4, являются необходимым 
звеном для построения функции накопления повреждений.
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Таблица 3. Последовательность экспериментальной процедуры для Образца 
CDC_1

Нумерация 
надрезов a1 1-

- a1 1−
+

a1 1- , мм 2.38 2.91 a1 2-
- a1 2−

+

a1 2- , мм 2.38 2.94 a1 3-
- a1 3−

+

a1 3- , мм 2.52 2.94 a1 4-
- a1 4−

+

a1 4- , мм 2.59 2.97

a1 , мм 2.64 2.66 2.73 2.78

∆N v
0 , полос 19.0 19.5 20.5 20.0 20.5 20.5 21.0 21.5

∆v 0 , мкм 7.22 7.41 7.79 7.6 7.79 7.79 7.98 8.17

∆v 0 , мкм 7.32 7.69 7.79 8.08

∆N u
0 , полос 2.0 2.0 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5

u1 , мкм 0.76 0.76 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95

u1 , мкм 0.76 0.95 0.95 0.95

Таблица 4. Эволюция индикаторов повреждаемости

Номер  
образца CDC_2 CDC_3 CDC_4 CDC_5 CDC_6 CDC_7 CDC_8 CDC_1

Количе-
ство циклов 
нагружения

N×10 4-
0 40 80 120 160 200 240 315

∆v 0 , мкм 14.44 6.98 7.08 5.00 6.06 7.49 7.74 8.02

u1 , мкм 1.8 1.09 1.01 0.9 1.05 1.21 1.09 0.98

4. Функция накопления повреждений. Предлагаемый подход дает возмож-
ность получения функции накопления повреждений в явном виде на основе 
анализа эволюционных зависимостей нормированных значений индикаторов 
повреждаемости. Для описания накопления повреждений необходимо выбрать 
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монотонно меняющийся параметр исследуемого процесса [21–25]. В нашем 
случае таким параметром является номер цикла нагружения Nm . В рассмо-
трение также вводится функция накопления повреждений D N Z Nm m m, � ( )( ) , 
которая характеризует степень поврежденности материала на основе анализа 
эволюции индикатора повреждаемости Z Nm( ) .

Изменение этой функции при возрастании количества циклов нагружения, 
которое характеризует скорость накопления повреждений, подчиняется кине-
тическому уравнению [21–25]:

 
	  

dD N Z N

dN
N Z Nm m m

m
m m

,
,

( )( )
= ( )( )Ψ .	 (4.1)

Функция накопления повреждений может быть получена путем интегри-
рования уравнения (4.1): 

 	 D N Z N N Z N dNm m m

N

m m m
L

, ,� �( )( ) = ( )( )∫ 0
Ψ .	 (4.2)

Граничные значения функции накопления повреждений D N Z Nm m m, � ( )( )  
(4.2) обычно удовлетворяют условиям:

	  D N Z Nm m m= ( )( ) =0 0, ,�  D N N Z Nm m L m= ( )( ) =, � 1 .	 (4.3)

Для металлических материалов предельное состояние Dm = 1  в соотноше-
ниях (4.3) при малоцикловой усталости относится к количеству циклов, соответ-
ствующих полному разделению образца на две части [17–18]. Также в качестве 

Рис. 4. Зависимости индикаторов повреждаемости µ [мкм] от количества циклов нагружения 
N × −10 4 � .
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предельного состояния можно принять количество циклов, соответствующее 
моменту зарождения макротрещины, если используемый метод измерения 
обеспечивает надежную идентификацию такого момента [26,27].

Явный вид функции Ψ N Z Nm m, � ( )( )  из уравнений (4.1) и (4.2) можно пред-
ставить в следующем виде [17, 18]:

	  Ψ N Z N
S Z N

Z N Nm m
D m

m L
, � ( )( ) = × ( )

=( )×0
,	  (4.4)

где SD  – постоянная величина, определяемая на основе экспериментальных 
данных; Z Nm( ) – экспериментальные величины индикатора повреждаемости, 
определенные по достижении Nm ; Z Nm =( )0  − экспериментальная величина 
индикатора повреждаемости для исходного состояния исследуемого объекта; 
NL  − количество циклов, соответствующее достижению второго предельного 

состояния из соотношений (4.3).
Подстановка функции Ψ (4.4) в соотношение (4.2) дает следующий вид 

функции накопления повреждений:

 	 D N Z N
S Z N

Z N N
dNm m m

N

N N
D m

m L
m

m

m L

, � ( )( ) = × ( )
=( )×

=

=

∫
0

0
.	 (4.5)

Замена интегрирования в формуле (4.5) на суммирование по отрезкам 
∆N N Nm m m= −+1 , в граничных точках которых проводятся измерения ин-
дикатора повреждаемости Z Nm( ) , проводится на основе кусочно-линейной 
аппроксимации экспериментальной зависимости индикатора повреждаемости 

Рис. 5. Численное интегрирование нормированной эволюции параметра повреждаемости.
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Z Nm( ) от количества циклов нагружения Nm . В данном случае формулу (4.5) 
можно представить в следующем виде:

 	 D N Z N
S Z N Z N N

Z N Nm m m
N

N N
D m m m

m L
m

m L

, � ( )( ) =
× ( )− ( )( )×

=( )×
=

=
+∑

0

1

2 0

∆
,	 (4.6) 

где ∆N N Nm m m= −+1  − количество циклов нагружения между двумя соседними 
точками измерения величин параметров повреждаемости Z Nm+( )1  и Z Nm( ). 

Структура формулы (4.6) показывает, что экспериментальные зависимости 
параметра повреждаемости от количества циклов нагружения, характерный 
вид которых приведен на рис. 4, удобнее всего представить в нормированном 
виде. Иллюстрация применения таких зависимостей для получения функции 
накопления повреждений (4.6) представлена на рис. 5.

Площадь каждой отдельной трапеции S Zm
m( )  равна: 

	  S Z
Z Z

N Nm
m

m m
m m( ) =

−( )
−( )+

+
1

12

norm norm
norm norm ,	  (4.7)

где Z Z N Z Nm m m
norm = ( ) =( )/ 0 , N N Nm m L

norm = ( )/ .
Таким образом, функцию накопления повреждений (4.6) можно предста-

вить в виде:

	  D N Z N S S Zm m m
m

m N

D
m

m

L

, � ( )( ) = ( )
=

=

∑
0

.	  (4.8)

Коэффициент SD  зависит геометрического размера образцов, механиче-
ских свойств материала и, естественно, от параметров цикла нагружения. В 
общем случае величина этого коэффициента определяется путем нормализации 
соотношения (4.6), с учетом того правая часть уравнения должна быть равна 
единице. Это условие вытекает из определения предельных значений функции 
накопления повреждений (4.3). Данный факт означает, что величина коэффи-
циента SD  определяется следующим образом:
 	 S ZD m= ∑( )1 / ,	  (4.9)

где ∑( ) = ( )
=

=

∑Z S Zm
m

m N
m

m

L

0

 обозначает суммарную площадь под нормализо-

ванной кривой, представленной в виде кусочно-линейной аппроксимации 
экспериментальных данных. Комбинация соотношений (4.8) и (4.9) дает явный 
вид функции накопления повреждений, выраженный через величины параме-
тров повреждаемости, которые экспериментально определены на различных 
уровнях поврежденности образцов:
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	  D N Z N S Z Zm m m
m

m N
m

m m

L

, /( )( ) = ( ) ( )
=

=

∑
0

Σ . 	 (4.10)

5. Полученные результаты. Важная проблема, которая возникает при экспе-
риментальном исследовании процесса накопление повреждений с помощью 
соотношения (4.10), заключается в выборе количества циклов нагружения NL  , 
соответствующем второму предельному состоянию (4.3). Трудности возникают, 
во-первых, вследствие ограниченного количества образцов, которое равно вось-
ми. Все купоны вырезаны из одной заготовки размерами 320 × 320 × 4.78 мм 
по одинаковой технологии. Данный факт дает некоторую уверенность в том, 
что механические характеристики всех образцов совпадают с минимальным 
допуском. Второй трудностью является то, что представляемые исследования 
проводились впервые. Данный факт означает отсутствие данных о том, до какой 
степени деградации внешнего слоя образца возможна регистрация качествен-
ных картин интерференционных полос. Первый Образец CDC_1 нагружался 
с постоянным контролем состояния поверхности, включая ее температуру. 
Первые признаки изменения исходного состояния поверхности и заметное 
повышение тепловыделения наблюдались при достижении 310 000 циклов. 
Поэтому нагружение Образца CDC_1 было прекращено после достижения 
315 000 циклов. Процессы циклического нагружения образцов и нанесения 
искусственного надреза были разнесены по локализации и времени проведения. 
Поэтому промежуток по количеству циклов между образцами CDC_1 и CDC_2 

Рис. 6. Нормированные зависимости параметров повреждаемости µnorm  от количества ци-
клов нагружения Nnorm.
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был равномерно разделен на семь интервалов. Затем остальные образцы были 
последовательно циклически нагружены, как это указано в табл. 4. 

Высокое качество картин интерференционных полос, полученных при на-
несении искусственного надреза в Образце CDC_1 (см. рис. 3), явилось полной 
неожиданностью. Это свидетельствует, что предельное количество циклов можно 
было увеличить, но до проведения эксперимента данный факт для конкрет-
ного композиционного материала был ранее не известен. Интерферограммы 
такого же качества были получены для всех остальных образцов. Результаты 
интерпретации картин интерференционных полос в терминах индикаторов 
повреждаемости приведены в табл. 4. Нормированные распределения, описыва-
ющие эволюцию индикаторов повреждаемости, показаны на рис. 6. В качестве 
предельного состояния условно принимается значение NL = 315 000 циклов. 
Интересно отметить, что эти зависимости, полученные по исходным данным 
двух типов, хорошо совпадают. Следует, однако, принять во внимание то, что 
величины ∆v 0  значительно превышают величины ∆u0 . Это означает, что ин-
формационная ценность первого индикатора повреждаемости существенно 
превышает аналогичную характеристику второго индикатора. Поэтому даль-
нейший анализ основан на использовании распределения значений ∆v 0 . 

Параметры, необходимые для вычисления функции накопления повреждений 
на различных уровнях поврежденности, а также результаты этих вычислений 
представлены в табл. 5. Графическая иллюстрация данных из последней строки 
табл. 5 приведена на рис. 7.

Таблица 5. Текущие параметры и значения функции накопления повреждений

m 0 1 2 3 4 5 6 7

Nm
norm  (7) 0 0.127 0.254 0.381 0.508 0.635 0.762 1

Z vm
norm normº ∆0  (7) 1 0.483 0.490 0.346 0.420 0.519 0.536 0.555

S Zm
m( )  (7) 0.09 0.06 0.05 0.05 0.06 0.07 0.13 −

∑( )Zm  (9) 0.514

S ZD m= ∑( )1 /  (9) 1.95

S Z Zm
m m( ) ∑( )/  (9) 0.184 0.121 0.104 0.095 0.116 0.131 0.253 −

D N Z Nm m m, � ( )( )  (10) 0.184 0.308 0.412 0.507 0.623 0.754 1 −

6. Краткий анализ и обсуждение результатов. Данные, приведенные на рис. 7, 
отражают первую попытку количественно описать процесс накопления по-
вреждений с помощью разрушающего метода. Отличительная особенность 
предлагаемого подхода заключается в использовании индикаторов повреждае-
мости, которые могут быть получены на основе прямых физических измерений. 
Главным условием успешного применения используемого метода является 
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возможность регистрации высококачественных картин интерференционных 
полос, обусловленных нанесением искусственного надреза при постоянной 
внешней нагрузке. В данной работе надежно установлено количество циклов 
нагружения, для которого это условие выполняется. Расширение этого диапа-
зона является задачей последующих исследований. Делать это можно только 
последовательным увеличением количества циклов нагружения. При этом оп-
тико-интерференционные измерения деформационного отклика необходимо 
производить для первого “прокаченного” образца до циклического нагружения 
следующего купона.

Данный процесс можно проиллюстрировать, рассмотрев общепринятый в 
настоящее время график накопления повреждений в композиционном мате-
риале, представленный, например, в работе [28]. Эта зависимость показана на 
рис. 8. Достаточно очевидно, что Стадия II должна быть исследована достаточно 
подробно, так как предсказать заранее локализацию на кривой точки PD, при 
достижении которой получение интерферограмм высокого качества станет не-
возможным, заранее нельзя. Идеальным вариантом с точки зрения применения 
оптико-интерференционных измерений для установления величин индикаторов 
повреждаемости было бы расположение точки PD как можно ближе к границе 
между Стадиями II и III. Все вышесказанное справедливо, если кривая на рис. 8 
соответствует действительности. 

Сравнение зависимостей на рис. 7 и 8 свидетельствует, что полученные в 
нашей работе данные относятся к Стадии I, количественно описывая функцию 
накопления повреждений на начальном этапе этого процесса. Более того, можно 
утверждать, что граница Стадии I еще не достигнута. Подобная информация 
получена впервые и имеет решающее значение для полного количественного 
описания функции накопления повреждений. 

Схема накопления повреждений, показанная на рис. 8, построена, скорее 
всего, по результатам численного моделирования. Следует, однако, отметить, 

Рис. 7. Зависимость функции накопления повреждений Dm от количества циклов нагружения 
N × −10 4 .
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что возникают вполне обоснованные сомнения в соответствии приведенной 
кривой реальной ситуации. В частности, совершенно неочевидным является 
снижение скорости накопления повреждений на Стадии II, которая относится 
к различным формам расслоения композиционного материала. Все это еще раз 
подчеркивает важность проведения экспериментальных исследований, которые 
относятся к процессу накопления повреждений в слоистых композиционных 
материалах.

Успешное определение индикаторов повреждаемости на различных этапах 
циклического нагружения плоских композиционных образцов с отверстиями 
требует регистрации полного набора картин интерференционных полос высо-
кого качества для всех восьми исследуемых образцов. Это условие выполнено в 
ходе проведенного исследования, что позволило впервые получить зависимости 
индикаторов повреждаемости от количества циклов нагружения. Эволюция 
этих параметров по рассмотренному периоду циклического нагружения явля-
ется необходимым звеном для получения явного вида функции накопления 
повреждений и планирования дальнейших экспериментов. 

7. Заключение. Разработан и реализован на практике новый эксперимен-
тальный метод, который обеспечивает количественное описание эволюции 
индикаторов повреждаемости в нерегулярной зоне в ходе знакопеременного 
циклического нагружения плоских композиционных образцов с отверстиями. 
Два индикатора повреждаемости определяются как деформационный отклик 

Рис. 8. Традиционная схема, иллюстрирующая накопление повреждений в слоистых компо-
зиционных материалах.
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на нанесение искусственного надреза заданной длины от контура центрального 
сквозного отверстия. Важнейшим фактом является то, что оба индикатора по-
вреждаемости определяются путем прямых физических измерений на основе 
подсчета количества интерференционных полос. Картины интерференцион-
ных полос высокого качества зарегистрированы и визуализированы для всех 
восьми исследуемых образцов, которые отличаются степенью поврежденности. 
В результате интерпретации набора интерферограмм получены зависимости 
индикаторов повреждаемости от количества циклов нагружения. Представле-
ны теоретические основы количественного анализа процесса накопления по-
вреждений. На этой основе для исследованного диапазона построена в явном 
виде функция накопления повреждений. Установлено, что, согласно принятым 
в настоящее время представлениям, эта функция относится к первой стадии 
процесса накопления повреждений. Полученные результаты являются осно-
вой планирования дальнейших экспериментов, необходимых для построения 
полной функции накопления повреждений. 

Финансирование работы. Исследование выполнено в рамках государственного 
задания от 28.12.2023 г. № 020-00005-24-00 работа 1. 32 «Формирование общей 
концепции для критериальной оценки статической прочности металло-компо-
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DAMAGE INDICATORS EVOLUTION DURING CYCLIC  
LOADING OF COMPOSITE PLATE WITH HOLE
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Abstract – Novel experimental method, which provides quantitative description of 
damage indicators evolution caused by fatigue loading of composite specimens with 
stress concentrators, was developed. Damage parameters are derived as deformation 
response to artificial notch inserting. This notch is extended from the edge of central 
through hole in plane rectangular specimen under constant external load. Current 
values of damage indicators are obtained at different stages of fatigue loading. These 
data reveal dependencies of required parameters on loading cycle number. The 
damage accumulation function for involved cycle range is quantitatively constructed 
on this base. It is found that this function is related to the first stage of the process 
investigated. The results obtained represent the essential link in the design of further 
experiments.

Keywords: composite materials, cyclic loading, damage accumulation, artificial 
notch, damage indicators, speckle-pattern interferometry
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Впервые предложен, реализован и объяснен принцип модификации ме-
ханических свойств тонкопленочных мембранных структур произвольной 
формы бесконтактным способом. Апробация идеи проведена на тонко-
пленочной мембране алюминия, сформированной магнетронным спо-
собом на кремниевой подложке. Внешнее воздействие осуществлялось 
посредством циклической нагрузки в виде сброса и подачи избыточного 
давления воздуха на мембрану. В результате многократных воздействий 
изменяются физические (размер зерен и шероховатость) и механиче-
ские (внутренние механические напряжения и критическое избыточное 
давление) свойства материалов. Изменение величины остаточных ме-
ханических напряжений в материале мембраны позволяет формировать 
поверхность с требуемым значением кривизны. В данной работе после 
циклической нагрузки давлением, равным половине от критического 
давления, выявлены следующие эффекты: прогиб мембраны в отсутствие 
внешнего воздействия увеличился более чем на порядок, структура пе-
решла в пластический тип деформации, критическое давление разрыва 
уменьшилось на несколько десятков процентов. Применение данной ме-
тодологии позволяет создавать новые материалы с уникальными механи-
ческими свойствами.

Ключевые слова: механические свойства, размер зерен, тонкие пленки, 
мембраны, механическая прочность, усталость, отказ, циклическая на-
грузка
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1. Введение. В процессе перехода от макро- к микроразмерам меняют-
ся свойства материалов. Известны сравнительные эксперименты [1] для 
толстой (3000 нм) и тонкой (400 нм) пленок, которые показывают, что с 
увеличением толщины возрастает размер и количество дефектов. Знание 
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механических свойств материалов позволяет разработчику более точно рас-
считать конструкцию устройства, определить возможный диапазон рабочих 
параметров при эксплуатации. 

Актуальность исследования подтверждается необходимостью миними-
зировать вероятность отказа при разработке конструкции устройства. Для 
этого нужно понимать механику различных режимов отказа, т.е. разруше-
ния, усталости и ползучести. Несмотря на то, что причины отказа и по-
ведение материалов могут быть известны, трудно гарантировать предот-
вращение отказов. Для металлических материалов 90% отказов возникает 
вследствие усталости [2–5]. При динамической нагрузке разрушение может 
произойти при уровне напряжения значительно более низком, чем предел 
прочности при статистической нагрузке. Усталостное разрушение носит 
хрупкий характер даже в пластичных металлах.

Согласно данным [6], механизм разрушения материалов при цикли-
ческой нагрузке выглядит следующим образом. Часто металлический ма-
териал представляет собой набор зерен, упорядоченных между собой и 
имеющих анизотропные свойства. В процессе циклической нагрузки про-
исходит переход от упругой к пластической деформации, группы дислока-
ций перемещаются и постепенно концентрируются в локальной области 
материала. В случае работы с мембранами это означает изменение вели-
чины прогиба (разница между максимальной и минимальной величиной 
рельефа) при различном давлении. Обычно при испытаниях задают от 35 
до 60% от максимальной нагрузки [2]. В системе мембрана/подложка об-
ласть разрыва располагается на границе мембрана/подложка [7]. На сле-
дующей стадии возникают линии и плоскости скольжения, запускающие 
механизм упрочнения зерен кристаллов, что ведет к перераспределению 
механических напряжений в материале. При достижении максимальных 
напряжений, вызванных процессом упрочнения в зернах, начинают обра-
зовываться зародыши микротрещин по какой-либо плоскости скольжения 
(в локальной области максимальных напряжений). Обычно распростране-
ние микротрещин происходит по границам зерен [2]. Исследованию пове-
дению трещин посвящен ряд работ [8, 9]. На последующих циклах нагрузки 
размеры зародышей микротрещин увеличиваются, что запускает процесс 
разрыхления зерна. Эффект разрыхления зерна снижает сопротивление ма-
териала к образованию трещины. Затем совокупность микротрещин рож-
дает макротрещину. Причем наличие исходных дефектов в материале уве-
личивает вероятность возникновения макротрещины. Около 90% циклов 
нагрузки происходит до момента образования трещины. Остальные 10% 
циклов нагрузки ведут к критической деформации материала. 

Для снижения вероятности отказа устройства повышают исходную ме-
ханическую прочность наиболее уязвимого мембранного элемента. Извест-
ны следующие подходы: формирование мультислойной структуры вместо 
монослойной при сохранении общей суммарной толщины структуры [7], 
минимизация остаточных внутренних механических напряжений за счет 
подбора параметров технологического процесса формирования тонких пле-
нок [10], изменение стехиометрического соотношения между атомами в 



ВЛИЯНИЕ ЦИКЛИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ...� 271

материале (например, увеличение концентрации углерода в SiC [11], умень-
шение поверхностных дефектов; изменение размера зерен структуры; леги-
рование материала пленки атомами меди, цинка, магния, марганца, крем-
ния, минимизация концентраторов механических напряжений [7]. Нельзя 
не отметить новый подход к увеличению времени нагрузки – восстановле-
ние поверхности материала (минимизация количества и размера трещин) в 
виде расположения пленки в вакууме (в камере микроскопа). Для платины 
толщиной 40 нм за 40 мин размер трещины значительно уменьшился [5]. 
Таким образом, металлы обладают способностью к самовосстановлению в 
вакууме для материалов наноразмерной толщины. Также в традиционных 
металлических конструкциях для сопротивления усталости разрабатывают-
ся микроструктуры, которые либо останавливают, либо замедляют развитие 
трещин [5].

Наличие микроскопических дефектов или трещин объясняет разницу 
между теоретическими (основанные на энергиях связи атомов) и экспери-
ментальными данными механической прочности. К факторам, вызываю-
щим неравномерное распределение напряжений, также относят пустоты и 
выемки в материале [2]. Следовательно, формируя более сплошную пленку, 
можно минимизировать концентраторы механических напряжений. 

Во всех случаях испытаний на усталость происходит многократное воз-
действие внешним фактором, например воздействие переменным током 
[12]. Это вызывает джоулев нагрев и эффект термоциклирования. Из-за 
разницы тепловых коэффициентов расширения материала возникают тер-
мические напряжения, что приводит к изменению топографии поверхно-
сти, возникновению неровностей или складок. Также напряжение пере-
менного тока вызывает возникновение дислокаций, рост зерен и их вра-
щение. В некоторых случаях используют короткий лазерный импульс для 
изменения свойств поверхности [13].

При испытаниях на усталость получают зависимость максимальных 
напряжений от количества испытаний (S–N), что характеризует область 
эксплуатации материала. Например, для некоторых сплавов железа зави-
симость S–N переходит в линейную функцию, что свидетельствует о неко-
тором пределе прочности, ниже которого не произойдет усталостный от-
каз. Согласно исследованиям, зависимость S–N продолжает снижаться при 
увеличении количества циклов для таких металлов, как алюминий, медь, 
магний [2]. Одним из параметров, влияющих на момент разрушения мате-
риала, является амплитуда колебаний. Известно, что чем больше амплитуда 
при одинаковой максимальной величине нагрузки, тем раньше произойдет 
деформация. 

К сожалению, часто существует разброс в данных по усталости, т.е. из-
менение измеренного значения N для ряда образцов, испытанных при од-
ном и том же уровне нагрузки. Это отклонение может привести к значи-
тельной неопределенности при проектировании. Разброс результатов явля-
ется следствием чувствительности усталости к ряду параметров испытаний 
и материалов, которые крайне сложно точно контролировать. Эти параме-
тры включают изготовление образца и подготовку поверхности, атомный 
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состав сплава металла, выравнивание образца в аппарате, среднее напря-
жение и частоту испытаний [2, 14].

При величине нагрузки, приводящей к упругой деформации, возника-
ет многоцикловая усталость, значительно возрастает количество циклов до 
отказа (более чем 104 циклов) [2]. В данной работе количество циклов со-
ставило 103, т.е. малоцикловой тип усталости.

2. Технологический маршрут изготовления тонкопленочного алюминия. 
Технологический маршрут изготовления тонкопленочного алюминия 
представлен в работе [15]. На рис. 1 приведены изображения во вторичных 
электронах поперечного сечения образцов тонких пленок на кремниевой 
подложке. 

Экспериментальный диаметр мембраны, сформированный после трав-
ления Si-подложки, составляет 556 микрон. Толщина пленки монослоя 
алюминия составляет 502 ± 10 нм.

3. Измерение механических свойств. Контроль механических свойств осу-
ществлялся на стенде, описанном в работе [7]. Cтенд включает в себя оп-
тический профилометр, манометры, ресивер, магистральную систему пода-
чи избыточного давления воздуха, программный комплекс для управления 

Рис. 1. Изображение мембраны на виде сбоку.



ВЛИЯНИЕ ЦИКЛИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ...� 273

Рис. 2. Характеристика усталости материала. По оси х – N – количество циклов нагрузки (шт). 
По оси y – σmax – максимальное напряжение, измеряемое в ГПа.

давлением. В результате, обеспечивая бесконтактное воздействие на мем-
брану за счет давления воздуха (без внесения дополнительных механиче-
ских напряжений на структуру), можно получить значение давления раз-
рыва мембраны и величину двухосного модуля упругости. 

Механическая прочность кремниевых мембран рассчитывается по 
формуле: 

	 σ
µ

max
пр

=
⋅ ⋅ ( )

�
� � �

�
P a B

h

2

2
,	 (3.1)

Рис. 3. Сравнение механических свойств до и после циклической нагрузки. По оси x – P – из-
быточное давление, измеряемое в атм. По оси y – W – прогиб мембраны, измеряемый в мкм. 
Легенда: 1 – до циклической нагрузки, 2 – после циклической нагрузки.
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где Pпр – избыточное давление критической деформации структуры, а – 
радиус мембраны, В(µ) – коэффициент, h – толщина мембраны, µ – ко-
эффициент Пуассона.

Коэффициент В(µ) рассчитывается как � �3
4

1 2+ µ . Итоговое значение 
механической прочности материала алюминия определялось как среднее 
арифметическое значение. На рис. 2 показаны результаты измерений ме-
ханической прочности (максимальное механическое напряжение) в зави-
симости от количества циклов нагрузки. 

На рис. 3 показаны результаты измерения профиля поверхности (вели-
чина прогиба – это разница между максимальным и минимальным значе-
нием рельефа).

Заметно, что увеличился прогиб мембраны в отсутствие внешнего воз-
действия с 0.13 ± 0.04 до 31.22 ± 0.27 мкм, структура перешла в пласти-
ческий тип деформации. Критическое давление разрыва изменилось с 
2.53 ± 0.04 до 1.96 ± 0.06 атм. Механическая прочность уменьшилась на 
23% (с 61 до 48 ГПа).

Рис. 5. Анализ шероховатости поверхности: 
а) до нагрузки; b) после нагрузки.

Рис. 4. Анализ размера зерен: 
а) фотография с РЭМ; b) результат анализа в программе ImageJ.
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Известны случаи изменения механических свойств материала после 
внешнего воздействия. В результатах работы [16] указано, что по результа-
там моделирования величина удлинения алюминия снижается на 62% по-
сле внешнего воздействия в виде облучения материала. В работе [15] ука-
зано, что с увеличением дозы радиационного облучения значение механи-
ческой прочности уменьшается с 61 до 45 ГПа (27%). 

С помощью программы ImageJ сделан расчет количества зерен и их пло-
щади в области мембран. Изображение для анализа получено на микроско-
пе. Данная программа используется в мировом сообществе для подсчета 
количества частиц на образце [17].

 Результат анализа размера зерен при фиксированной площади анализа 
показал, что при увеличении количества циклов нагрузки до 103 циклов 
средний размер зерен увеличился с 28.75 ± 2.53 до 41.0 ± 0.5 нм

Также для определения размера зерен использовался рентгеновский 
дифрактометр Rigaku с длиной волны излучения 1,541 Å, напряжением на 
рентгеновской трубке 40 кВ и анодным током 30 мА. Для определения ше-
роховатости поверхности использовался атомно-силовой микроскоп.

Обобщенные результаты характеристики поверхности показаны на рис. 6. 
Таким образом, результаты анализа поверхности объясняют эффект умень-

шения механической прочности в процессе нагрузки за счет увеличения раз-
мера зерна и шероховатости на тонкопленочной алюминиевой мембране. Из-
менение размера зерна составило с 28.75 ± 2.53 до 41.0 ± 0.5 нм при анализе 
изображений с микроскопа, с 50.8 до 54.8 нм при анализе размера зерен на 
дифрактометре. Изменение величины шероховатости поверхности на атом-
но-силовом микроскопе составило от 3.99 ± 0.25 до 14.56 ± 0.44 нм. 

Рис. 6. Зависимость размера зерен и шероховатости поверхности от циклов нагрузки. По оси 
х – N – количество циклов нагрузки (шт). По оси y – А – характеристика поверхности, из-
меряемая в нм. Легенда: 1 – размер зерен, измеренный при помощи РЭМ; 2 – шероховатость 
мембран, измеренная при помощи АСМ; 3 – размер зерен (ОКР), полученный при помощи 
рентгеновского дифрактометра.
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Различные авторы проводили оценку механической прочности ма-
териалов от размера зерен по прямому и обратному закону Холла–Пет-
ча [18]. В работе [19] указано, что для диапазона размера зерен металлов 
от 10 до 35  нм работает обратный закон Холла–Петча. При размере зе-
рен более 35  нм начинает работать прямой закон Холла–Петча, т.е. ме-
ханическая прочность обратна пропорциональна корню из размера зерна  
(σмакс ~ /1 d ). Полученные тенденции в текущей работе (при размере 
зерен от 28.75 нм) совпадают с тенденциями работы [19].

В результате сравнительного анализа (рис.7) нельзя не отметить, что по-
добные эффекты изменения механической прочности от внешнего воздей-
ствия были выявлены ранее, но либо для материалов пленок на сплошной 
подложке, либо изготовленных другим методом, либо определенной формы 
(например, гантелеобразной). Известно изменение прочности различных 
пленок: прочность пленки меди уменьшается от 260 до 200 МПа при воз-
действии 106 циклов [20], прочность материала титана – от 200 до 100 МПа 
в течение 106 циклов [13]; прочность алюминия – с 200 до 100 МПа при ва-
риации количества циклов от 3·103 до 5·105 циклов [21] и с 420 до 190 МПа 
при вариации количества циклов от 104 до 108 циклов [22]; прочность спла-
ва алюминия 7075 толщиной несколько миллиметров изменяется от 450 
до 200 МПа при вариации количества циклов от 103 до 105[23]; прочност-
ные характеристики алюминиевых сплавов LY12-CZ, 2024-T4, 7475-T7351 
и 7075-T651 уменьшаются от 240 до 80 МПа в течение 107 циклов нагрузки 

Рис. 7. Изменение прочности алюминия при циклической нагрузке. По оси х – N – количество 
циклов нагрузки (шт.). По оси y – Δσ – изменение прочности, измеряемое в %.
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[24]; прочность алюминиевого сплава А356.2-Т6 гантелеобразной формы 
толщиной несколько миллиметров уменьшается от 240 до 90 МПа в течение 
5·106 циклов нагрузки [25]. Сравнительный график результатов, получен-
ных в данной работе, и данных в мире показан на рис. 7. 

4. Выводы. Предложен принцип модификации поверхности тонкопле-
ночных мембранных структур произвольной формы бесконтактным спо-
собом. Реализация принципа осуществлена на примере тонкопленочных 
мембранных структур из алюминия, сформированного магнетронным спо-
собом на Si-подложке. Данный принцип объясняется изменением характе-
ристики поверхности. С увеличением количества циклов нагрузки до 1000 
значение механической прочности уменьшается с 61 до 48 ГПа (23%). Кри-
тическое давление разрыва изменилось с 2.53 ± 0.04 до 1.96 ± 0.06 атм. Дан-
ный эффект можно объяснить увеличением размера зерна и шероховатости 
на тонкопленочной алюминиевой мембране согласно прямому соотноше-
нию Холла–Петча. Было выявлено увеличение размера зерна с 28.75 ± 2.53 
до 41.0 ± 0.5 нм на микроскопе и с 50.8 до 54.8 нм на дифрактометре. По 
результатам измерения на атомно-силовом микроскопе величина шерохо-
ватости поверхности возросла с 3.99 ± 0.25 до 14.56 ± 0.44 нм. 

Сравнивая полученный эффект с результатами работ других исследовате-
лей, можно заметить, что подобные эффекты изменения механической проч-
ности от внешнего воздействия были выявлены ранее, но либо для матери-
алов пленок на сплошной подложке, либо изготовленных другим методом. 

Предлагаемый метод внешнего воздействия (через избыточное давле-
ние) имеет преимущество по сравнению со стандартными методами на-
грузки гантелеобразной пленки, т.к. не вносится дополнительного меха-
нического напряжения в исследуемый материал при воздействии. Также 
не происходит тепловой деградации поверхности, как в случае с лазерным 
облучением. В предлагаемом методе нет необходимости формировать плен-
ку определенной формы. 

Изменение величины прогиба мембраны свидетельствует об изменении 
остаточных механических напряжений в материале мембраны. Это позво-
ляет формировать поверхность с необходимой величиной кривизны. Дан-
ный эффект можно использовать для управления исходным прогибом мем-
браны, что позволяет изменять объем рабочей полости у МЭМС-датчика 
давления, состоящего из нескольких кристаллов с мембраной. Тем самым 
улучшается чувствительность прибора, что позволяет расширить диапазон 
измерения давления.

В мировой практике исследование зависимости механической прочно-
сти при многократном бесконтактном воздействии на мембрану из тон-
копленочного Al, полученного методом магнетронного осаждения, произ-
вольной формы, проведено ранее не было, что подтверждает новизну дан-
ного экспериментального исследования. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российской Федерации в 
лице Министерства науки и высшего образования, соглашение № 075-15-
2021-1350 от 5.10.2021 г. (внутренний номер 15.СИН.21.0004).
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Abstract  –  The principle of modification of mechanical properties of thin-film 
membrane structures of arbitrary shape by non-contact method was proposed, 
realized and explained for the first time. The idea was tested on an aluminum thin-
film membrane formed by magnetron method on a silicon substrate. The external 
influence was realized by means of cyclic loading in the form of discharge and supply 
of excess air pressure to the membrane. As a result of repeated impacts, physical 
properties of materials (grain size and roughness) and mechanical properties (internal 
mechanical stresses and critical overpressure) are changed. Changing the magnitude 
of residual mechanical stresses in the membrane material allows the formation 
of a surface with a desired curvature value. In this work, after cyclic loading with 
pressure equal to half of the critical pressure, the following effects were revealed: the 
deflection of the membrane in the absence of external influence increased by more 
than an order of magnitude, the structure shifted to the plastic type of deformation, 
the critical rupture pressure decreased by several tens of percent. Application of this 
methodology allows to create new materials with unique mechanical properties.

Keywords: mechanical properties, grain size, thin films, membranes, mechanical 
strength, fatigue, failure, cyclic loading
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Предметом исследования является задача о прецессиях гиростата с 
неподвижной точкой в трех однородных силовых полях. Класс рас­
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постоянства угла нутации и соизмеримости скоростей прецессии и 
собственного вращения гиростата. Уравнения движения гиростата 
редуцированы к трем дифференциальным уравнениям второго порядка 
относительно скоростей прецессии и собственного вращения гироста­
та. Интегрирование этих уравнений проведено в случае прецессионно- 
изоконических движений (скорости прецессии и собственного вращения 
равны) и в одном случае резонансных значений скоростей прецессии и 
собственного вращения (скорость прецессии в два раза больше скорости 
собственного вращения – резонанс 2:1). Доказано, что полученные в ста­
тье решения характеризуются элементарными функциями времени.

Ключевые слова: гиростатический момент, прецессии, силовые поля, но­
вые решения
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1. Введение. Прецессии гиростата определяются свойством постоянства 
угла между двумя осями, приходящими через неподвижную точку, первая из 
которых неизменно связана с гиростатом, а вторая неподвижна в пространстве. 
Важность для практического применения полученных в этой задаче результатов 
отмечена в [1]. Математическое моделирование прецессий гиростата проведено 
во многих задачах динамики гиростата и твердого тела. В задаче о движении 
тяжелого твердого тела известны регулярные прецессии гироскопа Лагранжа 
относительно вертикали [2]; регулярные прецессии гироскопа Гриоли [3] 
относительно наклонной оси; полурегулярные прецессии гироскопа Гесса 
[4]; прецессии Брессана [5] относительно горизонтальной оси для гироскопа 
Гесса; прецессии общего вида относительно вертикали, имеющие место в ре­
шении А.И. Докшевича [6]. Исследования прецессий гиростата с постоянным 
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и переменным гиростатическим моментом в полях сложной структуры показали 
существование многочисленных классов прецессий (см. обзоры [7–9]). Большой 
интерес представляют и исследования прецессий системы гироскопов Лагранжа 
и Гесса [10], а также твердых тел с жидким заполнением [11–13].

В задаче о движении твердого тела в двух и трех однородных силовых полях 
изучены регулярные прецессии [14–16] и прецессии общего вида [17–19]. 
Эти движения можно отнести к резонансным прецессиям, поскольку для них 
выполняются равенства: 1.   ψ ϕ= ; 2.   ψ ϕ= 2 ; 3.   ϕ ψ= 2 . В данных случаях 
ϕ ψ( ), ( )t t  – эллиптические функции времени. В силу указанных результатов 
представляется важной следующая задача: изучение условий существования 
резонансных прецессий гиростата. Выводы по рассмотрению данной пробле­
мы показали не только некоторые аналогии условий на параметры гиростата, 
но и принципиальные отличия результатов (например, в задаче о движении 
гиростата ϕ( )t  и ψ( )t  – элементарные функции времени).

2. Постановка задачи. Рассмотрим движение твердого тела, имеющего 
неподвижную точку, в силовом поле, которое является суперпозицией трех 
однородных и постоянных силовых полей. Обозначим через γγ γγ γγ, ( ) ( ),1 2  единичные 
векторы, характеризующие направления сил P P P, 1 2,  каждого из полей; 
C,C ,C1 2  – центры приведения сил; s OC= P , r OC= P1 1 , p OC= P2 2 ; 
Oxyz  – подвижная система координат, O  – неподвижная точка. Пусть тензор 
инерции тела в системе Oxyz  имеет значение A Aij= ( )  ( , , )i j = 1 3 . Тело враща­
ется вокруг точки O  с угловой скоростью ωω = + +( )ω ω ω1 1 2 2 3 3i i i  ( i i i1 2 3, , – 
единичные векторы системы Oxyz ). Для векторов s,r,p  запишем соотношения:

s i i i r i i i p i i i= + + = + + = + +s s s r r r p p p1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3,  ,

	s i i i r i i i p i i i= + + = + + = + +s s s r r r p p p1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3,  , .	 (2.1)

Тогда уравнения движения гиростата запишем по аналогии с уравнениями 
[17, 18]:
	 A Aωω ωω λλ ωω γγ γγ γγ= + × + × + × + ×( ) ( ) ( )s r p1 2 ,	 (2.2)

	 γγ γγ ωω= × ,  γγ γγ ωω( ) ( ) ,1 1= ×  γγ γγ ωω( ) ( )2 2= × ,	 (2.3)

где точка над переменными ω γ γ γ, , ,( ) ( )1 2  обозначает дифференцирование по 
времени t . В формулах (2.2), (2.3) полагаем:

	 γγ γγ⋅ =( ) ,1 0  γγ γγ γγ( ) ( ),2 1= ×  γγ = 1,  γγ( )1 1= ,	 (2.4)

то есть направления силовых полей будут характеризоваться тройкой γ γ, ( )i  
( , )i = 1 2 . Тогда очевидны равенства P = P γγ , Pi i

iP= γγ( )  ( , )i = 1 2 .
Рассмотрим прецессии тела относительно вектора γ . Они характеризуются 

инвариантным соотношением (ИС):
	 a ⋅ =γγ a0  ( cos )a0 0= θ ,	  (2.5)
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где θ0  – угол между векторами a  и γ  ( a 0= , | a| = 1). Вектор угловой скорости 
тела на ИС (2.5) представим так [7]:
	 ωω γγ= + ϕ ψa .	  (2.6)

Переменные ϕ ψ,  и постоянную θ0  можно трактовать как углы Эйлера. 
Используя метод [7], запишем значение вектора γγ( )i :

	 γγ γγ γγ( ) [ sin( ) sin( ) ( )cos( )]1
0 0 0 0= + − + + × +b a0 ψ ψ ψ ψ ψ ψa a ,	 (2.7)

где b
a

0
1

=
′0

 ( sin )′ =a0 0θ , ψ0  – постоянная.

Значение вектора γ ( )2  найдем по второй формуле системы (2.4):

	 γγ γγ γγ( ) [ cos( ) cos( ) ( )sin( )]2
0 0 0 0= + − + + × +b aa aψ ψ ψ ψ ψ ψ0 .	  (2.8)

Таким образом, при получении (2.7), (2.8) полагалось, что a 0× ≠γγ , то есть слу­
чай равномерных вращений тела исключаем из рассмотрения. Подвижную систему 
координат выберем следующим образом: направим вектор i3  по вектору a  Тогда 
в силу ИС (2.5), первого уравнения из (2.3) имеем [7, 8]:

	 γγ = ′ ⋅ + ′ ⋅ +a a a0 0 0sinφ φi i i1 2 3cos  ( i a3 = ).	 (2.9)

Учитывая (2.6), (2.9), запишем компоненты ω ω ω1 2 3, ,  вектора ω:

	 ω ψ ϕ1 = ′a0 sin ,  ω ψ ϕ2 = ′a0 cos ,  ω ϕ ψ3 = + a0 .	 (2.10)

Рис. 1. Геометрическая трактовка прецессий твердого тела.
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На риc. 1 приведена геометрическая трактовка прецессий тела относительно 
вектора γγ  ( Oξης  – неподвижная система координат).

Замечание 1. При описании кинематических свойств в виде соотношений 
(2.5)–(2.10) использован метод [7], который отличается от методов, применя­
емых в [14–16].

Замечание 2. Уравнения (2.2), (2.3) имеют интеграл энергии
	 A Eωω ωω γγ γγ γγ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =2 1 2( )( ) ( )s r p 2 ,	 (2.11)
где E  – постоянная. Как показано в [7, 8], нахождение условий существования 
прецессий в задачах динамики твердого тела на основании (2.11) значительно 
упрощается.

3. Преобразование уравнения (2.2) на ИС (2.5). Внесем в уравнение (2.2) 
значение ωω  из (2.6) и рассмотрим полученное уравнение в базисе a a,γγ γγ, ´  с 
учетом (2.7), (2.8):


  φ ψ ψ ψ( ) ( ) [ ( ) [ ( ) ( )]A A A

b

a a a a a a s⋅ + ⋅ − ⋅ × − ⋅ × − ⋅ × −

−

γγ γγ γγ γγ γγ2 ] ] [»

00 0

0 0 0

sin( ) { [ ( ) ] }

cos( ) { [(

ψ ψ

ψ ψ

+ ⋅ ⋅ × − ⋅ + ⋅ −

− + + ⋅ − ⋅

a

b a
0 a r a p p

r r

γγ γγ

γγ aa a p) ( )]+ ⋅ × =γγ 0

	 (3.1)

	

   

 

ϕ ψ ϕψ

ϕ ϕ

( ) ( ) [ ( ) ]

[ ( )]

A A A

A

a a

a a

⋅ + ⋅ + ⋅ × +

+ ⋅ × +

γγ γγ γγ γγ γγ

γγ

2
2

  

   [[ ( )]

sin( ) { ( ) [ ( )

( )} cos(

 

0

λ

ψ ψ

ψ

⋅ × −

− + ⋅ ⋅ + ⋅ × −

− ⋅ −

a

p a r

a p

γγ

γγ γγb a

b

0 0

0 ++ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ × =ψ0 0) { ( ) ( ) [ ( )]}a0 r a r a pγγ ,

	  (3.2)

   ϕ ψ ϕψ[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( ) (A A A a A a Aa a a a⋅ × + ⋅ × + ⋅ − ′ − ⋅γγ γγ γγ γγ γγ2 22
0 0Sp γγγγ

γγ γγ γγ γγ

)]

[ ) ( )] [ ( ) ( )] [( ) (

+

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ −  ψ ϕ λ λ ψ λ λ2 a A A a a0 0 0( a a a ⋅⋅ −

− ⋅ + ⋅ − ′ ⋅ + − ⋅ + =

γγ

γγ γγ γγ

)]

( ) ( ) [( )cos( ) ( }sin( )]a s s p ra a0 0 ψ ψ ψ ψ0 0 0

	
(3.3)

где Sp( )A A A A= + +11 22 33  – след матрицы A .
По аналогии с (3.1)–(3.3) распишем интеграл (2.10) на ИС (2.5), (2.6):

( ) ( ) ( ) ) [sin( ) (A A A b aa a a a s r⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + + ⋅   ϕ ϕψ ψ ψ ψ2 2
02 2γγ γγ γγ{( (0 0 ⋅⋅ −

− ⋅ − ⋅ × + + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ × =

γγ

γγ γγ γγ

)

( ) ( )) cos( ) [ ) ( )]} .r a p a a p p r aψ ψ0 2a E0(
 

(3.4)
Введем обозначения:

f a s s a s0 1 2 3( ) ( sin cos )ϕ ϕ ϕ= ′ + +0 0

f a s s0 2 1( ) ( sin cos )ϕ ϕ ϕ= ′ −0

	 f a a r p a r p a r1 1 2 2 1 3( ) [ ( )sin ( )cos ]ϕ ϕ ϕ= ′ + + − − ′0 0 0 0  	 (3.5)
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f a r a p a p r a p2 2 1 2 1 3( ) [ ( )sin ( )cos ]ϕ ϕ ϕ= ′ − − + + ′0 0 0 0  

f a p a r p a r3 1 2 2 1( ) [ ( )sin ( )cos ]ϕ ϕ ϕ= ′ − + +0 0 0  

f a r a p r a p4 1 2 2 1( ) [ ( )sin ( )cos ]ϕ ϕ ϕ= ′ + + −0 0 0   

f a a s s a s5 1 2 3( ) [ ( sin cos ) ]ϕ ϕ ϕ= ′ + − ′0 0 0  

f a a r r a r6 1 2 3( ) [ ( sin cos ) ]ϕ ϕ ϕ= − ′ ′ + +0 0 0  

f a a p p a p7 1 2 3( ) [ ( sin cos ) ]ϕ ϕ ϕ= ′ ′ + +0 0 0  .

Сначала запишем интеграл (3.4) в силу (3.5): 

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ( )sin( )

A A A

f b f

a a a⋅ + ⋅ + ⋅ −

− + +

   ϕ ϕψ ψ

ϕ ϕ ψ ψ

2 2

0 0 1 0

2

2

γγ γγ γγ

[ ++ + =f E2 0 2( )cos( ))]ϕ ψ ψ
.	  (3.6)

Затем обратимся к уравнениям (3.1)–(3.3). На основании (3.5) имеем:

	 �� �� � � �ϕ ψ ψ ϕ ψ( ) ( ) [ ( ) ( ) [ ( )

(

A A A f

b f

a a a a a⋅ + ⋅ − ⋅ × + − ⋅ × −

−

γγ γγ γγ γγ2
0

0

] ]»

33 0 4 0 0( )sin( ) ( )cos( ))ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ+ + + =f
	  (3.7)

	

   

 

ϕ ψ ϕψ

ϕ ϕ λ

( ) ( ) ( )]

[ ( )] [ (

A A A

A

a a

a a a

⋅ + ⋅ − ⋅ × −

− ⋅ × + ⋅

γγ γγ γγ γγ γγ

γγ

2
2

[

×× −

− + − + =

γγ)

[ ( )cos( ) ( )sin(

]

)]b f f0 1 0 2 0 0ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ ,
	 (3.8)

	

   ϕ γ ψ γ γ ϕψ γ γ[ ( )] [ ( )] [ ( )

( ) (

a Aa a A A

a Sp A a Aa

⋅ × + ⋅ × + ⋅ −

− ′ −

2

20
2

0 ⋅⋅ + ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

γ ϕ γ

ψ γ γ γ ϕ λ

)] [( ) ( )]

[ ( ) ( )] [ (



 

2
0

2
0 0

Aa a Aa a

a A Aa a a )) ( )] [( )

( )] ( ) ( )sin( ) ( )cos

− ⋅ + ⋅ −

− ⋅ + + + +

λ γ ψ λ

λ γ ϕ ϕ ψ ψ ϕ

 a

a f f f0 5 6 0 7 (( )ψ ψ+ =0 0.

 	 (3.9)

4. Первый класс резонансных прецессий гиростата. Прецессионно-
изоконические движения. В статьях [17–19] действительные решения для 
прецессий тела установлены только в случае, когда тело динамически симме­
трично, то есть главные моменты инерции удовлетворяют условиям:

	 A A2 1= ,	 (4.1)

а вектор a  направлен по оси динамической симметрии: a = ( , , )0 0 1 . Поэтому и 
для задачи о прецессиях гиростата естественно полагать, что (4.1) сохраняется.

Первый класс прецессии [18] описывается равенством:

	  ψ ϕ= n  ( n NÎ )	 (4.2)
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Введем обозначения для параметров задачи:

	
L a n A a n A M a n A

N a A n a a n A

0
2 2

1
2

3 0 3

0
2

1 3

1 1

1

= ′ + + = +

= ′ + +

0 0 0

0 0 0

( ) , ( )

( ) , KK a nA a n A0 1 31= − +0 0( ) ,
	 (4.3)

и для функций Fi ( )ϕ  ( , )i = 1 3 , Φi ( )ϕ  ( , )i = 1 4 :

F a s E a s s b1 3 1 2 2( ) ( ) ( sin s ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ= + + ′ + +0 0 0co Φ

	 F a s s b2 1 2 0 3( ) ( s sin ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − +0 co Φ  	 (4.4)

F a a s s a s3 1 2 0 3 4( ) [ ( sin s ) ] ( )ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ + − ′ +0 0 co Φ ;

Φ1 1 1

1

1 1( ) sin( ) s( ) sin s

sin

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + + + + +

+
+ +

−

H n G n H n G n

H
n n n n

n

co co

(( ) s( )n G nn− + −−1 11ϕ ϕco

Φ2 1 1

1

1 1( ) sin( ) s( ) sin s

sin

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − + + − +

+
+ +

−

G n H n G n H n

G
n n n n

n

co co

(( ) s( )n H nn− − −−1 11ϕ ϕco
	 (4.5)

Φ3 1 1 1 11 1 1( ) sin( ) s( ) sin( ) s(ϕ ϕ ϕ ϕ= + + + − − − −+ + − −H n G n H n G nn n n nco co 11)ϕ

Φ3 1 1 1 11 1 1( ) sin( ) s( ) sin( ) s(ϕ ϕ ϕ ϕ= + + + − − − −+ + − −H n G n H n G nn n n nco co 11)ϕ

Φ4 1 1
21 1( ) [ sin( ) s( ) ( sinϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + + + −+ +a G n H n a b G n Hn n n n0 0 0co c  oo

co

s )

sin( ) s( ) ];

n

G n H nn n

ϕ

ϕ ϕ

−

− − + −− −
 

1 11 1Φ4 1 1
21 1( ) [ sin( ) s( ) ( sinϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + + + −+ +a G n H n a b G n Hn n n n0 0 0co c  oo

co

s )

sin( ) s( ) ];

n

G n H nn n

ϕ

ϕ ϕ

−

− − + −− −
 

1 11 1
Φ4 1 1

21 1( ) [ sin( ) s( ) ( sinϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + + + −+ +a G n H n a b G n Hn n n n0 0 0co c  oo

co

s )

sin( ) s( ) ];

n

G n H nn n

ϕ

ϕ ϕ

−

− − + −− −
 

1 11 1

H a H H
a

r p r pn n n+ + += + =
′

+ − −1 1 1 1 2 0 2 1 01
2

( ) , [( ) s ( )sin ]0
0 co  ψ ψ

G a G G
a

r p r pn n n+ + += + =
′

+ + −1 1 1 1 2 0 2 1 01
2

( ) , [( )sin ( ) ]0
0 cos  ψ ψ

H a r p G a r pn n= ′ − = − ′ +0 0co co2
3 0 3 0

2
3 0 3 0( sin s ), ( s sin )]ψ ψ ψ ψ  (4.6)

H a H H
a

p r p rn n n− − −= − =
′

+ − −1 1 1 1 2 0 2 1 01
2

( ) , [( )sin ( ) ]0
0 cos  ψ ψ

G a G G
a

p r p rn n n− − −= − = −
′

+ + −1 1 1 1 2 0 2 1 01
2

( ) , [( ) ( ) ]0
0 cos sin  ψ ψ .

Запишем уравнения (3.6)–(3.9) при условиях (4.1), (4.2) и учете соотноше­
ний (4.3)–(4.6):
	 ϕ

ϕ2 12
=

F

L

( )

0

,	  (4.7)

	 M F a n0 2 1 2 ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ ϕ= + ′ −( ) ( s sin )0 co ,	 (4.8)
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	 N b a0 0 1 1 2 ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ ϕ= − ′ −Φ ( ) ( s sin )0 co ,	  (4.9)

′ + + ′ ′ − + + =a nK F a a n a n0 0 0 0 co2
0

2
3 3 1 21 0 ϕ ϕ ϕ λ λ ϕ λ ϕ( ) [ ( )( sin s )] .	 (4.10)

При анализе (4.7), (4.8), (4.10) будем использовать соотношения:

	

�

��

ϕ ϕ ϕ

ϕ

2 0
1 1

0 0

2
1 1

1 1

= + − + +( )

=
+ +

+ +
b

L
G n H n

b a n

n n
0

cosin( ) s( ) ...

( )( ))
sin( ) s( ) ...

L
H n G nn n

0

co�
+ ++ + +( ) +1 11 1ϕ ϕ

	 (4.11)

	

F b a H n G n

b

n n2 1 1

1

1 1 1( ) ( ) sin( ) s( ) ...

( ) (

ϕ ϕ ϕ

ϕ

= + + + +( ) +
=

+ +0 0

0

co 

Φ aa H n G nn n0 co+ + + +( ) ++ +1 1 11 1) sin( ) s( ) ... ϕ ϕ ,
	 (4.12)

где многоточием обозначены очевидные слагаемые (см. (4.4), (4.5)). Применяя 
метод [18], разработанный при λi = 0  ( , )i = 1 3 , из (4.7)–(4.10), получим 
Gn+ =1 0, Hn+ =1 0  ( )n > 1  или, в силу (4.6), установим условия на параметры 
p p r r1 2 1 2, , ,  :

	 r p1 2= − ,  r p2 1=  	 (4.13)

Уравнение (4.9) будем исключать из рассмотрения, так как в результате 
исключения из уравнений (4.8), (4.9) функции λ ϕ λ ϕ1 2co s sin-  найдем 
уравнение, которое следует из (4.7) при дифференцировании его по времени.

Далее положим n = 1  (очевидно, ограничения (4.13) исключаются)
	 ψ ϕ= .	  (4.14)

В силу условия (4.14) из соотношений (4.3), (4.6) получим:
L a a A a A0 1 31 1 1= + − + +( )[( ) ( ) ],0 0 0  M a A0 31= +( )0 ,

N a a A a A0 1 31 1= + − +( )[( ) ],0 0 0  K a A a A0 1 31= − +0 0( ) ,

H a H2 21= 0( ) ,+   H a
r p r p2 1 2 0 2 1 02

=
′

+ − −0 cos sin[( ) ( ) ]ψ ψ ,

	 G a G2 21= 0( ) ,+   G a
r p r p2 1 2 0 2 1 02

=
′

+ + −0 sin cos[( ) ( ) ]ψ ψ ,	 (4.15)

H a r p1
2

3 0 3 0= sin cos0′ −( ),ψ ψ  G a r p1
2

3 0 3 0= cos sin0− ′ +( )ψ ψ ,

H a H0 01= 0( ) ,-   H a
p r p r0 1 2 0 2 1 02

=
′

+ − −0 sin cos[( ) ( ) ]ψ ψ ,

G a G0 01= 0( ) ,-   G a
p r p r0

2

1 2 0 2 1 02
= −

′
+ + −0 cos sin[( ) ( ) ]ψ ψ .
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В дальнейшем необходимы параметры:

S a s b G1 1 1= ′ +0 0 ,  S a s b H2 2 1= ′ −0 0 ,  S a s E b a H0 3 01= + − +0 0 0( ) .	 (4.16)

Запишем функции ϕ2, F2 ( )ϕ , Φ1 ( )ϕ , F3 ( )ϕ ; используя формулы (4.4), имеем:

� � �ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ2

0
2 2 1 2 0

2
1 2 2= + − + + +

L
b a G H S S S[ ( )( sin s ) sin s ]0 0 co co ,	 (4.17)

F b a H G a s s b2 2 2 1 21 2 2 1( ) ( ) sin s ( s sin ) (ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + +( ) + ′ − − −0 0 0 0co co  aa G0 ) 0  
(4.18)

Φ1 2 2 1 1 01 2 2 1( ) ( ) s sin s sin ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + +( ) + + + −a G H G H a G0 0co co  

F a H G a s b G s b H3 2 2 1
2

1 2
2

12 2( ) s sin [( )sin ( ) sϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + + −0 0 0 0co co  ϕϕ] ( )]+ −{ }H s0 3

F a H G a s b G s b H3 2 2 1
2

1 2
2

12 2( ) s sin [( )sin ( ) sϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + + −0 0 0 0co co  ϕϕ] ( )]+ −{ }H s0 3 .

Рассмотрим уравнения (4.8), (4.10). В силу того, что тело динамически сим­
метрично (см. (4.1)), не нарушая общности задачи, положим:

	 λ2 0= .	 (4.19)

Тогда из (4.8), (4.10) получим:

	 ( ( ))M F a0 2
2 2

1
2 2 2

 ϕ ϕ λ ϕ ϕ− = ′0 cos ,	 (4.20)

	 ( ( )) ( ) sin ]′ + = ′ ′ − +a K F a a a0 0 0 0[2
0

2
3

2 2 2
3 1

21 ϕ ϕ ϕ λ λ ϕ .	 (4.21)

Подставим ϕ2 , ϕ, F2( )ϕ  из (4.11) в уравнение (4.20). Поскольку 
редуцированное уравнение должно быть тождеством по ϕ , то множители при 
co s 4ϕ , sin 4ϕ  необходимо принять равными нулю:

	 ′ − − = − − + +a A A G H H a A a A0 ( ) ( ) [( ) ( ) ]3 1
2 2

2 2
2

1
2

2 0 1 0 31 1  λ ,	 (4.22)

	 ′ − = − + +a A A G H G a A a A0 ( ) [( ) ( ) ]3 1
2

2 2 1
2

2 0 1 0 31 1  λ .	 (4.23)

Если G2 0= , H2 0= , то рассмотрение уравнений (4.20), (4.21) приводит к 
равенствам S1 0= , S2 0= , и из (4.17) следует, что ϕ = const. Данное равенство 
исключено в постановке задачи. Положим в (4.23) G2 0¹ . Тогда после исключе­
ния из уравнений λ1

2  найдем равенство G2 0= . То есть в дальнейшем необходимо 
положить G2 0= . Это равенство в первоначальных параметрах таково:

	 G r p r p2 1 2 0 2 1 0 0= + + − =( ) ( )sin cosψ ψ .	 (4.24)
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В силу (4.24) из равенства (4.22) найдем значение λ1
2 :

	 λ1
2 0 2 3 1

2

0 1 0 31 1
=

′ −

− + +

a H A A

a A a A

 ( )

( ) ( )
.	 (4.25)

Исследование уравнения (4.21) можно провести по аналогии с исследованием 
уравнения (4.20). Тогда получим:

	 λ
σ

1
2 0 2 0

2

0
2

0 1 0 31 1 1
=

′

+ − + +

a H

a a A a A



( ) [( ) ( ) ]
,	 (4.26)

где
	 σ0 0 1 3 1 33 3= − − +a A A A A( ) ( ) .	  (4.27)

Приравнивая значения (4.25), (4.26), установим условие на параметры 
a A A0 1 3, ,  :
	 a A a A0 1 0 31 0− + =( ) .	 (4.28)

Из (4.28) следует, что случай сферического распределения масс гиростата 
невозможен.

На основании обозначений (4.15) параметр K0 0= . Это равенство в 
значительной мере упрощает уравнение (4.21), которое запишем в виде:

H a s b G a s b H H s

L

2 1
2

1 2
2

1 0 3
22

2

co co0 0 0 0

0

s ( )sin ( ) s ( )]

[

ϕ ϕ ϕ+ + + + + − =

= −− + + + + ′ − +b a H S S S a a0 0 0 0co co( ) s sin s ][ ( ) sin ]1 2 12 1 2 0 3 1
2

 ϕ ϕ ϕ λ λ ϕ
 

(4.29)

Запишем уравнение (4.20):

2 2 1 1 2 12 0 0 0 1 1 0b H a M L a M S a s a L0 0 0 0 0 co [ ( ) ( )]sin [ ( ) ] s+ − + + − ′ + −{ ϕ ϕ

−− − ′ + + − } =
= ′ − +

[ ( ) ]sin ( )

[ (

M S a s a L b a L G

a L b

0 2 2 0 0 0

2

2
0

1 1

2 1

0 0 0 0

0 0

ϕ 

aa H S S S0 co co co) s s sin ] s2 1 2 0 1
2 22ϕ ϕ ϕ λ ϕ+ − +

 
(4.30)

Полагая в (4.30) ϕ
π

1 2
= , ϕ

π
2

3
2

= , найдем условие:

	 M S a s a b L0 2 2 0 01 0− ′ + =0 0( ) ,  G0 0= .	 (4.31)

При G0 0=  имеем в силу (4.15) условие:

( ) ( )p r p r1 2 0 2 1 0 0+ + − =cos sinψ ψ .
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рассматривая которое совместно с условием (4.24), установим ограничение на 
параметры p p r r1 2 1 2, , , :
	 p p r r1 2 1 2 0+ =  	 (4.32)

Учтем в уравнении (4.30) равенства (4.31):

2 2 1 1 1

2

2 0 0 0 1 1 0

2
H b a M a L M S a s a L0 0 0 0 0[ ( ) ( ) ]sin [ ( ) ]+ − + + − ′ +{ } =

=
′

ϕ

aa H A

a
b a H S S S0

3
2 3

2

0
2

2
2 1 2 01 2



− + + + +



0 0 cos cos( ) sinϕ ϕ ϕ

 (4.33)

Из уравнения (4.33), которое должно быть тождеством по ϕ, следует равенство 
S2 0= . Рассматривая его совместно с условием (4.31), находим значение s2 :
	 s2 0= .	 (4.34)

Тогда, в силу обозначений (4.16), можно определить дополнительное условие 
H1 0= , которое запишем с учетом (4.15):
	 r p3 0 3 0 0sin cosψ ψ− = .	 (4.35)

Специальный вид уравнения (4.29) позволяет применить к его исследованию 
другой подход, основанный на полиномиальной структуре. Примем sinϕ  за 
переменную x  и учтем в (4.29) условия (4.34), (4.35). Тогда уравнение (4.29) 
запишем так:
	 R x F x x2

0 1 1
2( ) ( )( )*= −µ µ ,	 (4.36)

где
R x H x r x r F x b a H x( ) , ( ) ( )( ) ( ) *= − + + = + + +2 2 12

2 1 0
1 0 0 2 1 2

  β β

r a s b G( ) ( ),1
1 0

2
1= +0  r H H s( ) ,0

2 0 3= + −  β1 1= S , β2 0 0 0 21= − +S b a H( )   
(4.37)

µ
λ

0
0 1

0

2 1
=

+( )
,

a
L

 µ
λ

λ1
0 3

0 11
=

′
+
a

a( )
.

В силу действительности параметра µ1 , указаного в (4.37), из (4.35) следует, 
что при x = µ1 , функция R x( )  обращается в нуль ( µ1  – корень уравнения 
R x( ) = 0). Сокращая левую и правую части (4.35) на ( )x - µ1

2 , получим:

	 4 2
2

1
2

0
H x F x( ) ( )*− =µ µ .	  (4.38)

На основании (4.38) и условия S2 0=  запишем значение ϕ2  из (4.17):

	 � �ϕ ϕ ϕ2
2 1 0

2
1 2= − + + +

L
b H a S S

0
0 0 co[ ( ) s sin ] .	  (4.39)
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Проведенные преобразования (см. формулы (4.35)–(4.38)) позволяют из 
(4.29) получить условие (4.38) в первоначальных значениях (т.е. значениях по ϕ ):

	

 H a s b G H s b a H S2 1
2

1 0 3 0 2 12 1 2co co0 0 0 0s ( )sin ( ) ( ) s siϕ ϕ κ ϕ+ + + − = − + + nn ϕ +





S0

 H a s b G H s b a H S2 1
2

1 0 3 0 2 12 1 2co co0 0 0 0s ( )sin ( ) ( ) s siϕ ϕ κ ϕ+ + + − = − + + nn ϕ +





S0

	 (4.40)

Из (4.40) следует:

	 κ0
1

1
= −

+b a0 0( )
,  a s b G

S

b a
0 0

0 0

( )
( )

1
2

1
1

1
+ = −

+
.	 (4.41)

С помощью первого равенства из (4.16) второе соотношение из (4.4) приведем 
к виду:

	 S a a1
2 1 0( )0 0+ + = .	  (4.42)

Поскольку a0  действительный параметр, то из (4.42) следует равенство 
S1 0= . Тогда из первого равенства системы (4.16) находим значение s1 :

	 s
a

G1 2 1
1

= −
′0

.	 (4.43)

В силу равенства S1 0=  из уравнения (4.33) определим, что и первая ком­
понента вектора s  имеет значение

	 s1 0= .	 (4.44)

Из (4.43) следует равенство G1 0= . Принимая во внимание значение G1  из 
(4.15) и условие (4.35), получим p3 0= , r3 0= . На основании этих равенств и 
условия (4.32), которое параметризуем в виде r p1 0 2= κ , r p2 0 1= -κ , запишем 
векторы 

	 p = ( , , ),p p1 2 0  r = κ0 2 1 0( , , )p p-  ( p r× = 0 ).	  (4.45)

Отметим преобразованное значение ϕ2  с учетом значения S b a H0 0 0
2

21= +( )   , 
которое следует из (4.33):

	 ϕ µ ϕ= ± 0 sin ,  µ0
2

3

2=
′

a H

a A
0

0



.	 (4.46)

Поскольку уравнение (4.29) рассмотрено частично, то запишем его при 
найденных условиях на параметры:

H H s b a H a a2 0 3
2 2

2 3 12 4 1 1co 0 0 0 0s ( ) ( ) ( ) sinϕ λ λ ϕ+ −



 = + ′ − +




2 2sin ϕ .

(4.47)

При ϕ = 0  из уравнения (4.47) получим:
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	 s H H3 0 2= +  .	  (4.48)

Учитывая условие (4.48), установим последнее ограничение на параметры
	 λ3 0= .	  (4.49)

Подставим H H0 2,   из (4.15) в равенства (4.48):

	 s
a

a r a p a p r3 1 2 1 22
2 2=

′
+ −( ) + + +( )





0
0 0 0 0 0( ) cos ( ) sinψ ψ .	  (4.50)

Для сравнения полученных результатов и результатов [18] приведем основные 
формулы данной статьи:

λ λ λ1 2 3 1 2 0 2 1

2 1

0 0 0 0 0

0 0

≠ = = = − ⋅

= =

, , , ( , , ), ( , , ), ( )

,

p r p rp p p p

s s

= º = 0

,, ; ( , )
A
A

a

a
A A a3

1

0
3 1 0

1
0 1=

+
<( ) ∈

0

 
(4.51)

Запишем основные результаты [18]:

	

λi

i

i p p p p p r

s i a

= = = − ⋅ ≠

≠ =

0 1 3

0 1 3

1 2 3 2 1 3( , ), ( , , ), ( , , ) ( )

( , ),

p r p r= 0

00 3 1 3 1 00
41 5

2
2

1
2

∈
−









< = =, , , ( , )A A A A a
	

 (4.52)

Отличия (4.51) от (4.52) очевидны; отметим, что в случае (4.51) вариант 
A A3 1=  невозможен. Кроме этого, решение [18] характеризуется эллиптическими 

функциями:
	 a0 0 1Î ( , ),  A A3 1< .	 (4.53)

5. Геометрическая интерпретация движения гиростата в случае ψ ϕ= . Без 
ограничения общности рассмотрим (4.46) только с положительным знаком:
	 ϕ µ ϕ= 0 sin .	 (5.1)

Вычислим ϕ τ( ) , где τ µ= 0t :

	 ϕ τ τ( ) = 2arctg e .	 (5.2)

Из (5.2) следует, что ϕ
π

( )0
2

= , при τ→∞ : ϕ τ π( ) ® . Рассмотрим под­

вижный годограф вектора É  из (2.6) в данном случае:

	 ω µ ϕ= +0
1sin ( )( )a γγ ,	  (5.3)

где
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	 γγ( ) ( sin , cos , )1
0 0 0= ′ ′a a aϕ ϕ .	  (5.4)

На основании (5.3), (5.4) находим компоненты É :

	 ω µ ϕ1 0
2= ′a0 sin ,  ω µ ϕ ϕ2 0= ′a0 sin cos ,  ω µ ϕ3 0 1= +( )sina0 .	 (5.5)

Исключим в (5.5) переменную ϕ :

	 ( )( ) ( ) ,1 1 01
2

2
2

3
2+ + − − =a a0 0ω ω ω  ω

ω

µ
1

0 3
2

0
21

=
′

+

a

a( )0

.	 (5.6)

Таким образом, в силу (5.6) подвижный годограф угловой скорости гиростата – 
линия пересечения конуса второго порядка и параболического цилиндра 
(образующие его параллельны оси Oy ). Начальная точка имеет координаты 
¢a0 µ0 , 0, µ0 1( )+ a0 , а предельная точка ( τ→∞ ) имеет координаты ( , , )0 0 0 . 

То есть при τ→∞  конец вектора угловой скорости асимптотически стремится 
к началу координат.

Запишем неподвижный годограф ω :
	 ω ωζ = 3,  ω ωξ = − 2,  ω ωη = 1 .	 (5.7)

Формулы (5.7) показывают свойство изоконичности движения гиростата – 
подвижный и неподвижный годографы симметричны друг другу относительно 
касательной плоскости. Выше показано, что, кроме данного свойства, движение 
гиростата – асимптотическое к состоянию покоя.

6. Прецессионные движения динамически симметричного гиростата в случае, 
когда скорость прецессии в два раза больше скорости его собственного вращения. 

В силу постановки задачи имеем равенство
	 ψ ϕ= 2 .	 (6.1)

При записи (6.1) постоянная, которая может быть введена, принята равной 
нулю. Запишем обозначения (4.3) при условии ψ ϕ= 2 :

	
L a A a A M a A

N a A a a A K

0
2

1
2

3 0 3

0
2

1 3

4 1 2 1 2

2 1 2

= ′ + + = +

= ′ + +

0 0 0

0 0 0

( ) , ( )

( ) , 00 1 32 1 2= − +a A a A0 0( ) .
	 (6.2)

Сохраняя необходимые аналогии обозначений (4.4), (4.5), для случая (6.1) 
имеем:

	
F b G H G H S S S1 3 3 2 2 1 2 03 3 2 2( ) sin s sin s sin sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + −( )+ + +0 co co co

F b G H G H S S S1 3 3 2 2 1 2 03 3 2 2( ) sin s sin s sin sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + −( )+ + +0 co co co

	  (6.3)

F a s s b H G H G2 1 2 0 3 3 1 13 3( ) ( s ) sin s sin sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ − + + − −[ ]0 co sin co co ==

= +( )+ +b H G S S0 3 3 1 23 3sin s s sinϕ ϕ ϕ ϕco co 

 
(6.4)
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F a G H a b G H S3 3 3 0 0

2
2 2 13 3 2 2( ) sin s ( sin s ) sin*ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ + + − + +0 co co   S S2 3

* *sco ϕ+





F a G H a b G H S3 3 3 0 0
2

2 2 13 3 2 2( ) sin s ( sin s ) sin*ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ + + − + +0 co co   S S2 3
* *sco ϕ+




,
	 (6.5)

Φ1 3 3 2 2 1 13 3 2 2= + + + + +H G H G H Gsin s sin s sin s ,ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕco co co  (6.6)

	 где 0S a s b G1 1 0 1= ′ + ,   S a s b H2 2 0 1= ′ −0 ,  S a s E0 3= +0 	  (6.7)

S a s b G1 1 0 1= ′ −0 ,  S a s b H2 2 0 1= − ′ −( ),0  

	 S a s G1 1 1
* ,= −0

  S a s b H2 2 0 1
* = +0

  S a s3 3
* = − ′0  	 (6.8)

H a H3 31= +( ) ,0
  H a

r p r p3 1 2 2 12
=
′

+( ) − −( )





0
0 0cos sin ,ψ ψ

	 G a G3 31= +( ) ,0
  G a

r p r p3 1 2 2 12
=
′

+( ) + −( )





0
0 0sin cosψ ψ ,  	 (6.9)

H a r p2
2

3 3= ′ −( )0 0 0sin cos ,ψ ψ  G a r p2
2

3 3= − ′ −( )0 0 0cos sin ,ψ ψ

	
H a H H

a
p r p r

G

1 1 1 1 2 2 1

1

1
2

1

= − =
′

+( ) − −( )





= −

( ) ,

(

0
0

0 0sin cos  ψ ψ

aa G G
a

p r p r0
0

0 0cos sin) , 

1 1 1 2 2 12
= −

′
+( ) + −( )





ψ ψ .

	 (6.10)

Запишем интеграл энергии (4.7) и уравнения (4.8), (4.10), приняв во внимание 
равенство λ2 0= , которое можно получить поворотом подвижной системы 
координат:
	 ϕ

ϕ2 12
=

F

L

( )

0

,	  (6.11)

	 M F0 2 12 ϕ ϕ λ ϕ ϕ= − ⋅( ) cos ,	 (6.12)

	 2 1 2 20
2

0
2

3 0 1 0 0 3′ + = ′ + − ′a K F a a a ϕ ϕ ϕ λ ϕ λ( ) [ ( )sin ] .	  (6.13)

Запишем (6.11), уравнение (6.12) и уравнение (6.13). После преобразований 
последних имеем:

	 ϕ ϕ ϕ2 0
3 3

2
3 3= − +( )b

L
G H

0

sin cos ... ,	 (6.14)

b M G H L G H0 3 3 3 3

2
3 3 3 3 30 0cos sin ... cos sin ...ϕ ϕ ϕ ϕ− +( )− − +( )




=

== ′ + − +( )4 1 2 3 30
2

1
2

3 3L a G H0 λ ϕ ϕ ϕ( cos ) sin cos ...
	(6.15)
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2 3 3 3 30
2

0 0 3 3 0 0 3 3′ − +( )− ′ − +( ) a K b G H a L G Hsin cos ... sin cos ...ϕ ϕ ϕ ϕ




=

= ′ − +( )

2

0 0
2

0 3 33 3L a b G Hsin cos ...ϕ ϕ
 

(6.16)

На первом этапе предположим, что G H3
2

3
2 0+ = . Из уравнения (6.15) в силу 

того, что в левой части старшие гармоники равны шести, в правой части – пяти, 
получим условие на параметры A A a1 3 0, ,  :

	 2 1 1 2 00 1 0 3( ) ( ) ,+ − + =a A a A .	 (6.17)

На основании (6.17) значения K0  и L0  таковы:

K A0 12= − ,  L a A0 0 36 1= +( ) .

Проводя анализ уравнения (6.16) так же, как уравнения (6.15), получим 
1 00+ =a , то есть a0 1= − , ′ =a0 0 , что невозможно. Итак, в дальнейшем 
необходимо положить G3 0= , H3 0= . На основании обозначений (6.9) имеем:

	 r p1 2= − ,  r p2 1= − .	 (6.18)

Запишем функции (6.3)–(6.6) при полученных условиях:

	

F b G H S S S

F S S

1 2 2 1 2 0

2 1

2 2( ) ( sin s ) sin s

( ) s

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= − + + +

= +

0 co co

co 

22

3 0 0
2

2 2 1 2 32 2

sin

( ) ( sin s ) sin s* * *

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕF a a b G H S S S= ′ − + + +
0 co co





= + + +Φ1 2 2 1 12 2( ) sin s sin sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ H G H Gco co

 	(6.19)

Рассмотрим первое уравнение из (6.12); учтя (6.18), имеем

M b G H a G H0
2

2 2
2

0
2

1
2

2 22 2 2 2 20 co co co( s sin ) ... ( sin s ) sϕ ϕ λ ϕ ϕ+ +[ ] = ′ − ϕϕ+ ...)
 

(6.20)

В случае M0 0=  параметр a0  имеет значение 

a0
1
2

= − ,

при котором из уравнения (6.20) следуют два варианта:

	 1.  λ1 0= ; 2.  H2 0= , G2 0= .	 (6.21)

Полагая в (6.20) M0 0¹ , получим два условия:

G b M H a L b M G H a H L2 0
2

2 0
2

1
2

0
2

2
2

2
2

0
2

2 1
22 0( ) , ( )0 0 0 0− ′ = − = − ′λ λ .	  (6.22)
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Если в уравнениях (6.22) полагать G2 0¹ , то, исключив параметр λ1
2  

(полагаем λ1 0¹ ), получим G H2
2

2
2 0+ = . Поэтому G2 0=  и имеем равенство:

	 H b M a L2 0
2

0
2

1
2 0( )0 0+ ′ =λ .	 (6.23)

Таким образом, в (6.22) необходимо положить:

	 1.  G2 0= ,  H2 0= ;  2.  G2 0= ,  H2 0¹ ,  λ1
2

2
2

0
3

=
′

M H

a L
0

0( )
.	  (6.24)

Случай G H2 20 0= =, .
Положим в (6.19) H G2 20 0= =, :

F S S S F S S

F a S

1 1 2 0 2 1 2

3 0 1

( ) sin s , ( ) s sin ,

( ) ( *

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

= + + = +

= ′

co co 

ssin s ), ( ) sin s* *ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + = +S S H G2 3 1 1 1co coΦ .
 (6.25)

Функции ϕ ϕ2( ) , ϕ ϕ( )  таковы:

ϕ ϕ
ϕ ϕ2 1 2 0

0

2
( )

( sin s )
,=

+ +S S S

L

co  ϕ ϕ ϕ ϕ( ) ( s sin )= −
1

0
1 2

L
S Sco .	 (6.26)

Рассматривая первое уравнение из (6.12), в случае значения функций (6.25), 
(6.26) и с учетом λ1 0¹  находим нулевые значения параметров S1  и S2 . В силу 
первой формулы из (6.26) получим случай регулярной прецессии, который ис­
ключается в данной статье.

Случай G H2 20 0= ≠, .
Из обозначений (6.9) следует, что параметры ψ0 , p3  и r3  должны 

удовлетворять условию:

	 r p3 3 0cos sinψ ψ0 0+ = .	 (6.27)

Поскольку вычислительная часть анализа первого уравнения из (6.12) 
аналогична анализу соответствующего уравнения, которое рассмотрено при 
ψ ϕ= , то сформулируем только окончательные результаты. Вначале выпишем 
условие на A A a1 3 0, , :

	 4 1 1 4 00 0 1 0
2

3a a A a A( ) ( )− − − = .	 (6.28)

В случае сферического распределения масс гиростата из равенства (6.28) 
имеем:

	 a0
1
4

=  θ0
1
4

=






arccos .	 (6.29)

Таким образом, получен интересный результат, поскольку, как показано в 
[17], и для аналогичного резонансного случая ( )ψ ϕ= 2  в задаче о движении 
твердого тела со сферическим распределением масс в трех однородных силовых 
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полях имеет место равенство (6.29). При произвольном распределении масс 
полученное условие на параметры не совпадает с (6.28).

В результате изучения первого уравнения из (6.12) найдем другие условия 
на параметры:

s2 0= ,  p p1 2 0sin cos ,ψ ψ0 0− =  ( ) ,1 0 1 1+ =a s G

	  λ1
2 2

2

0
2 3

=
′

H M

a L
0

0( )
,  S

a

a
G1 1

2 1
=

−
′

( )0

0

 .	 (6.30)

При выполнении равенств (6.30) для функции ϕ( )t  справедливо 
дифференциальное уравнение:
	 ϕ µ ϕ α= +0 0(sin ) ,	  (6.31)

где
	 µ0

22=
b H

L
0

0

,  α0
1

24
=

S

b H0

,	 (6.32)

Выпишем остальные условия, которые устанавливаем из уравнения (6.12) 
и уравнения (6.13):

s
a H

a a G a H
a a G

3
0

3
2

4
1 0 2 3

0 0 11
4 1

1 1 2
=

′
′ − +





= −
− +

( )
( ) ,

( )( )
0 0





λ
λλ1

2

3
2

2 2
1
2

2
2

4

1

2
1

H

E a s
b H

a a G H= − +
′

′ − +



0

0
0 0( ) 

 (6.33)

Из равенства (6.27) и второго равенства из (6.30) получим:
	 p r p p1 3 2 3+ = 0 .	  (6.34)

Из уравнения (6.31) имеем:

	 ϕ τ τ( ) ( )= Q  Q t( ) ,τ
α τ

α τ
τ µ=

− −
=












2

1

0

0
2 0arctg

tg

tg
.	 (6.35)

Приведем пример действительности полученного решения. Рассмотрим 
следующие значения параметров:

ψ0 = 0,  a0
1
4

= ,  ′ =a0
1
4

15,  p1 0> ,  p3 0< ,  3 2 15 01 3p p+ > .

Тогда нетрудно убедиться, что значение µ0  из (6.32) действительно, а зна­
чение α0  из (6.32) удовлетворяет условию α0 1> . Следовательно, ϕ τ( )  – 
действительная функция; в силу ψ τ ϕ τ( ) ( )= 2  функция ψ τ( )  имеет такое же 
свойство.

Отметим, что функция (6.35) отвечает периодическому изменению функции 
sin ( )ϕ τ . В п. 5 доказано свойство асимптотичности гирастата при ψ ϕ= . В 
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случае (6.30) также имеет место аналогичный результат; но чтобы исследовать 
новый случай (отличный от случая п. 5) и принято предположение α0 1> .

Рассмотрим подвижный годограф угловой скорости (2.6):

	 ωω γγ= + +µ ϕ α0 0
12(sin )( )( )a ,	 (6.36)

или в скалярной форме из (6.36) имеем:

	
ω µ ϕ α ϕ ω µ ϕ α ϕ ω µ1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 02 2 1 2= ′ + = ′ + = +a a a(sin )sin , (sin ) , ( )cos ((sin )ϕ α+ 0

ω µ ϕ α ϕ ω µ ϕ α ϕ ω µ1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 02 2 1 2= ′ + = ′ + = +a a a(sin )sin , (sin ) , ( )cos ((sin )ϕ α+ 0

	  (6.37)

Запишем уравнения неподвижного годографа:

	
ω µ ϕ α ϕ ω µ ϕ α ϕ

ω µ

ξ η

ζ

= ′ + = − ′ +

= + ⋅

0 0 0 0 0 0

0 0

2

2

a a

a

(sin ) s , (sin )

( )

co sin2

((sin )ϕ α+ 0

 	(6.38)

На основании (6.36) устанавливаем, что подвижный годограф – линия пе­
ресечения поверхностей:

( ) ( ) ,
( )

[ (1 2 4 0
2

1 2
0

2
1
2

2
2

0
2

3
2

1
0

2
3

0 0
2 3 0 0+ + − ′ = =

′

+
−a a

a

a
ω ω ω ω

ω

µ
ω α µ 11 2 0+ a )] 

(6.39)

Первая поверхность из (6.39) является круговым конусом с вершиной в 
точке O ; вторая поверхность – параболический цилиндр с образующими, 
параллельными оси Oy .

Исключим переменную ϕ  в параметрических уравнениях (6.37):

	

( ) ( ) ,
( )

[ ( ) ]a a
a

a
a0

2 2 2
0

2 2 0

0
2

0
3 0 02 0

2
2+ + − ′ = =

′

+
+ −ω ω ω ω

ω

µ
µ ωξ η ζ ξ

ζ
ζ [[ ( ) ]µ ωζ0 0 2a + +

( ) ( ) ,
( )

[ ( ) ]a a
a

a
a0

2 2 2
0

2 2 0

0
2

0
3 0 02 0

2
2+ + − ′ = =

′

+
+ −ω ω ω ω

ω

µ
µ ωξ η ζ ξ

ζ
ζ [[ ( ) ]µ ωζ0 0 2a + + .

	  (6.40)

Как и в случае подвижного годографа из (6.39), первая поверхность из (6.40) 
также является круговым конусом с вершиной в начальной точке; вторая поверх­
ность из (6.40) – цилиндрическая поверхность с образующими, параллельными 
оси Oη , и направляющей кривой третьего порядка.

Таким образом, движение гиростата является периодическим. Для получения 
его периода применим формулу (6.35), которую запишем в виде:

tg
tg

tg

ϕ τ α τ

α τ

( )
2 1

0

0
2

=
− −

.
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На основании этой формулы установим равенство:

	 sin ( )
sin ( cos sin )

( )cos sin
ϕ τ

α τ α τ τ

α α τ α
=

− −

− + − −

4 1

2 2 2 1 2

0 0
2

0
2

0
2

0
2 ττ

.	  (6.41)

Из соотношений (6.37), (6.38), (6.41) следует, что периоды всех компонент 

одинаковы и равны T =
π
µ2 0

. В силу (6.31) и условия  ψ ϕ= 2  получим, что 

скорости прецессии и собственного вращения имеют тоже период T , но углы 
ψ ϕ,  связаны резонансным условием 1:2.

7. Сравнительный анализ решения п. 6 с решением [17]. Приведем основные 
соотношения п. 6: 

	
λ λ λ ψ= = + = −

− −

( , , ), ( , , ), ,

( )

1 3 1 3 1 3 2 3
3

3

0 0 1

0 0

4 1

s s s p r p p
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p

a a A

0, tg =

(( ) , : ,1 4 0 0
3 1

20
2

3 3 1 0− = ≠ ∈
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





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a A A A a

	 (7.1)

Условия существования решения [17] таковы:
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Вначале отметим, что при сферическом распределении масс значения a0  в 
(7.1), (7.2) совпадают. Отличие состоит в условиях на векторы s p r, , , а также во 
множествах изменения параметров a0 . Отметим, что в (7.2) возможен случай 
распределения масс гиростата, который характеризуется условиями Ковалевской 
( A A A2 1 32= = ) и значением cos ( )θ θ

π
0 00

2
= = . Принципиальным отличием 

решения п. 6 и решения [17] является свойство функций ϕ( )t : в п. 6 решение 
определено через элементарные функции времени, в [17] решение выражается 
эллиптическими функциями времени.

Заключение. В статье получено два решения в замкнутом виде для уравнений 
движения гиростата в трех однородных силовых полях. Предполагается, что гиро­
стат обладает свойством динамической симметрии относительно оси, образующей 
постоянный угол с одной из неподвижных осей в пространстве. Первое решение 
( ψ ϕ( ) ( )t t= ) описывается элементарными функциями времени и характеризуется 
дополнительным свойством асимптотичности к состоянию покоя. Второе 
решение ψ ϕ( ) ( )t t= 2  также описывается элементарными функциями времени, 
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но дополнительными свойствами могут быть как асимптотические, так и 
периодические движения гиростата.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 19-71-30012.
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PRECESSION MOTIONS OF A GYROSTAT, HAVING  
A FIXED POINT, IN THREE HOMOGENEOUS FORCE FIELDS
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a Steklov Mathematical Institute of the RAS, Moscow, Russia
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Abstract  –  The subject of investigation is the problem on precession motions 
of a gyrostat with a fixed point in three homogeneous force fields. The class of 
precessions under consideration is characterized by the constancy of the precession 
angle and by the commensurability of the precession and proper rotation velocities. 
Equations of a gyrostat motion are reduced to a system of three second order 
differential equations with respect to velocities of precession and proper rotation. 
Integration of these equations was conducted in the case of precessionally isoconic 
motions (the precession velocity equals to the proper rotation velocity) and in the 
case of 2:1 resonance, when the precession velocity is two times more, than the 
proper rotation velocity. It was proved that the obtained solutions can be described 
by elementary functions of time.
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Обоснование перспективности применения физико-математической 
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менологической и физико-математической теорий ползучести металлов. 
На примере описания обеими теориями конкретных результатов экспе-
риментального исследования нестационарной ползучести и анализа урав-
нений теорий показано, что использование физического кинетического 
уравнения для действительного структурного параметра материала – ска-
лярной плотности неподвижных дислокаций – делает физико-математи-
ческую теорию универсальной для решения нестационарных задач ползу-
чести металлов со сложным нагружением, когда изменяются, в том числе 
скачкообразно, температура, силы и скорости нагружения.
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1. Введение. Расчеты деталей на ползучесть являются обязательным эле-
ментом при проектировании машин и оборудования в авиакосмической и 
энергетической отраслях промышленности. Эти расчеты необходимы для 
деталей, работающих длительное время при высоких температурах. 

Ползучесть – явление нарастания деформации нагруженного тела во 
времени. Закон деформации ползучести описывает кривая ползучести – за-
висимость деформации εс при постоянных температуре T и напряжении σ  
от времени t  (рис. 1).

Теоретические основы расчетных методов были разработаны в 60-х годах 
прошлого века и изложены в монографиях [1, 2]. Классическая теория ползу-
чести получила развитие в рамках механики сплошной среды с применением 
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феноменологического подхода к исследованию и описанию явлений и про-
цессов в природе.

В 2018 г. опубликована у нас в стране [3] и в 2019 г. издана за рубежом [4] 
новая физико-математическая теория больших необратимых деформаций 
металлов, которая включает и кинетическую физико-математическую теорию 
ползучести. Новизна теории заключается в применении синтетического под-
хода к описанию процессов необратимых деформаций металлов. Сущностью 
этого подхода является объединение феноменологического и физического 
(микроструктурного) подходов, то есть применение для описания необратимых 
деформаций металлов основных положений и уравнений механики и физики 
деформируемого твердого тела.

Реализация нового подхода (метода) потребовала введения новых понятий 
и обобщения некоторых постулатов и принципов феноменологической теории 
пластичности на упруговязкопластическую среду. 

Целью работы является сравнительный анализ феноменологической и 
физико-математической теорий ползучести металлов с точки зрения их при-
менения для решения прикладных задач. Так как возможности решения задач 
теоретической схемой обусловливаются допущениями, принимаемыми при 
формулировании исходных гипотез и положений, коротко излагаются осно-
вополагающие положения и уравнения обеих теорий.

Необратимые деформации с термодинамической точки зрения являются 
неравновесными физическими процессами [5], в которых характеристики про-
цесса зависят не только от текущих термодинамических параметров нагруже-
ния, но и от истории их изменения в предыдущие моменты времени. Поэтому 
одним из основных вопросов, полнота и универсальность решения которого 
характеризуют применимость теории для решения прикладных задач, являет-
ся вопрос о способности теории корректно описывать историю нагружения и 

Рис. 1. Кривая ползучести: I – первая неустановившаяся стадия; II – вторая установившаяся 
стадия, при которой εc = const  и имеет минимальное значение; III – третья стадия, заканчи-
вающаяся разрушением образца. На рисунке ε ε σ0 0= =e c E , где индекс c означает характе-
ристики ползучести, а индекс e ‒ характеристики упругой деформации.



О КИНЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ...� 307

нестационарные процессы деформирования. История нагружения при необра-
тимых деформациях в общем случае характеризуется изменениями во время 
деформирования напряжения, скорости деформации, температуры и характе-
ристик структуры материала. 

Теоретические кривые нестационарной ползучести при ступенчатом уве-
личении и уменьшении напряжения, рассчитанные по уравнениям феноме-
нологической и физико-математической теорией ползучести, сравниваются с 
экспериментальными. 

На основе полученных теоретических и заимствованных из литературы ре-
зультатов, а также анализа уравнений теорий делается заключение о возмож-
ности их применения для решения прикладных задач. 

2. Основные положения и уравнения феноменологической теории ползучести 
металлов. Центральным понятием в феноменологической теории ползучести 
является постулированное на основе экспериментальных исследований поня-
тие уравнения состояния ползучести, которое связывает в простейшем случае 
одноосного растяжения скорость деформации εс , напряжение σc , величину 
деформации εс и температуру T :

	 Φ( , , , )ε σ εc c c T = 0 .	 (2.1)

Так как структура материала и ее изменение при деформации в феноме-
нологическом подходе не учитываются, то (2.1) принимается для структурно 
устойчивых материалов.

В зависимости от того, какие аргументы в (2.1) варьируются при экспе-
риментальном исследовании деформации, разработаны технические теории 
ползучести [1, 2]: 1) теория старения предполагает существование при заданной 
температуре зависимости:

	 Φ1 0( , , )σ εc c t = ;	 (2.2)

2) теория течения базируется на зависимости при заданной T :

	 Φ2 0( , , )ε σc c t = ;	 (2.3)

3) в основе теории упрочнения лежит при заданной T зависимость:

	 Φ3 0( , , )ε ε σc c = .	 (2.4)

Ю.Н. Работнов предложил формальный подход для обобщения теорий тече-
ния и упрочнения [2]. Он принял, что при определенной температуре скорость 
деформации ползучести является функцией напряжения и некоторого числа 
параметров qi , которые характеризуют с феноменологических позиций струк-
турное состояние материала:

	 � …ε σc
iq q= =Φ4 1 0( , , ) .	 (2.5)

Изменение некоторого структурного параметра при деформации описыва-
ется кинетическим уравнением:
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	 dq a d b d c dt f dTi i
c

i i i= + + +ε σ ,	 (2.6)

где a b c fi i i i, , ,  ‒ некоторые функции от ε σc t, , иT , а также q qi1, .
Идея структурных параметров, в феноменологической теории отождествляе

мых с механическими макровеличинами, на наш взгляд, является несколько 
искусственной. Основным принятым допущением при построении теории 
является понятие структурно устойчивого материала. Если же в качестве струк-
турного параметра принимать действительные характеристики структуры ма-
териала, то это уже будет совсем другая теория.

Ю.Н. Работнов, следуя идеям Л.М. Качанова, предложил в качестве един-
ственного структурного параметра принять меру поврежденности материала ω , 
понимаемую как степень накопления материалом деформационных микротре-
щин, которая изменяется в интервале [0, 1]. Поврежденностьω  уже характе-
ризует структурное состояние материала. Добавление к уравнению ползучести 
кинетического уравнения для структурного параметра ω  позволило развить 
новое направление в механике – механику континуальных повреждений [6, 7].

Большой вклад в развитие теории и практики ползучести материалов, кото-
рый признан в мировой науке, внесла целая плеяда отечественных ученых-ме-
хаников: Ю.Н. Работнов, Л.М. Качанов, С.А. Шестериков, А.М. Локощенко, 
О.В. Соснин и др. А.М. Локощенко в своей фундаментальной монографии [8] 
дает обзор исследований по ползучести за большой промежуток времени, начи-
ная с первых работ Ю.Н. Работнова по настоящее время. Излагается содержание 
всех основных моделей ползучести с анализом из достоинств и недостатков с 
указанием вкладов отечественных и зарубежных исследователей.

Расчеты на ползучесть с применением феноменологической теории бази-
руются на результатах экспериментального изучения процесса при одноосном 
растяжении [9]. Наиболее простыми являются расчеты на установившуюся 
ползучесть, протекающую с постоянной и минимальной скоростью εmin

c (см. 
рис. 1). В этом случае деформация ползучести определяется как ε εc c t= min .

Наиболее часто используется степенная зависимость минимальной скорости 
деформации ползучести от напряжения:

	  ε ε σ σmin
c

min
c= ( )0 0

n ,	 (2.7)

где σ0  ‒ произвольная величина напряжения, за которую могут быть приняты, 
например, предел пропорциональности или текучести материала при темпе-
ратуре испытаний или любое значение, например 10 или 100 МПа; εmin

c
0 и n  

для рассматриваемого материала зависят от температуры, причем εmin
c

0  ‒ ми-
нимальная скорость деформации ползучести при напряжении σ0.

Значения εmin
c

0 и n  определяются по результатам установочных экспери-
ментов по ползучести и длительной прочности [9, 10]. Поскольку деформации 
ползучести являются необратимыми, то обобщение одноосных теорий на слу-
чай неодноосного напряженного состояния проводится с применением основ-
ных гипотез теории пластичности. Принимается, что материал и упрочнение 
изотропны и изменения объема в процессе ползучести не происходит, тогда 
коэффициент Пуассона равен 0.5 и  ε ε0 3 0с

ii
с= = .



О КИНЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ...� 309

В качестве примера рассмотрим обобщение теории старения (2.2). Теория 
связывает между собой деформацию, напряжение и время, поэтому, как и в 
теории пластичности изотропного материала с изотропным упрочнением [3], 
принимается гипотеза существования потенциала деформации ползучести вида:

	 f s s tij
c

ij
c c

1 1
3
2

0= − ( )




=Φ ε , ,	 (2.8)

где sij
c

ij ij= −σ δ σ0  ‒ девиатор тензора напряжений; δij  ‒ символ Кронекера; 

σ σ0 3= ii  ‒ среднее нормальное напряжение; ε ε εc
ij
c

ij
c=

3
2

 ‒ интенсивность 

деформаций ползучести.
Подстановка (2.8) в ассоциированный закон течения дает обобщенное на не-

одноосное напряженно-деформированное состояние определяющее уравнение 
феноменологической теории старения, которое связывает σij

с и εij
с в некоторый 

момент времени t  [9] и имеет вид:

	 ε
ε
σ

ij
c

c

c ij
cs=

3
2

,	 (2.9)

где σc
ij
c

ij
cs s=

3
2

 ‒ интенсивность напряжений.

При постановке краевых задач ползучести уравнения (2.9) для определения 
коэффициента ε σс с  дополняются экспериментально полученной зависимо-
стью σ εс c t= ( )Φ1 , .

Аналогично обобщаются на случай неодноосного напряженного состояния 
теории течения, упрочнения и структурных параметров [2, 9–10].

3. Основные положения и уравнения кинетической физико-математической 
теории ползучести металлов, контролируемой термоактивированным скольжением 
дислокаций. Различают диффузионную ползучесть, когда необратимая дефор-
мация осуществляется диффузионным перемещением ионов кристаллической 
решетки, и дислокационную ползучесть, атомный механизм которой связан с 
движением особых дефектов кристаллической решетки – дислокаций [3]. Каж-
дый из перечисленных видов ползучести протекает в определенных диапазонах 
температур и напряжений. Для достаточно интенсивного скольжения дисло-
каций необходима диффузионная подвижность ионов, которая повышается с 
ростом температуры и обеспечивает преодоление скользящими дислокация-
ми барьеров. Дислокационная ползучесть считается наиболее универсальным 
видом и наблюдается в деталях машин и механизмов, эксплуатируемых в про-
изводстве. Этот вид ползучести и является объектом исследования в данной 
работе. Физико-математическая теория ползучести является составной частью 
единой физико-математической теории больших необратимых деформаций и 
вязкого разрушения металлов [3, 4]. Эта теория разработана, как уже отмеча-
лось во введении, в рамках нового синтетического подхода, представляющего 
собой объединение физического (микроструктурного) и феноменологического 
подходов. Благодаря этому подходу единая теория позволила решить многие 
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проблемы феноменологических теорий необратимых деформаций и вязкого 
разрушения металлов [11–20].

В теории принято кристаллическое строение металлов и единый для необра-
тимых активных деформаций и деформаций ползучести атомный механизм – 
термоактивированное скольжение дислокаций. Поэтому в ней активные пла-
стические деформации при высоких температурах и деформации ползучести 
не различаются, то есть это теория вязкопластичности.

Теория носит дедуктивный характер, то есть построена на собственных 
двух постулатах, на основании которых получено для вязкопластического тела 
уравнение:

	 σ σ σ σ σ σ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g g
T

g g
T

g
u

g
rd d d= + = + − ,	 (3.1)

где σ( )g  ‒ напряжение деформации на произвольном шаге нагружения g ; 
σ( )g

T ‒ предел текучести на шаге g ; d g
uσ( ) ‒ часть приращения напряжения за 

счет упрочнения (атермическая составляющая σ( )g ); d g
rσ( )  ‒ термическая со-

ставляющая напряжения, зависящая от температуры и скорости деформации 
(описывает вязкость материала). 

Наряду с понятиями нагружения и разгрузки для вязкопластического тела 
введено понятие термодинамического возврата ‒ разупрочнения, обуслов-
ленного повышением температуры и уменьшением скорости деформации в 
условиях повышенных температур, описываемого составляющей напряжения 
d g

rσ( )  в (3.1).
Дело в том, что для вязкопластического тела понятие разгрузка, принятое 

в математической теории пластичности [21], не имеет физического смысла. 
Если при деформации вязкопластического тела на некотором шаге нагружения 
уменьшить напряжение σ( )g , например за счет повышения температуры при 
ε( )g = constили за счет уменьшения ε( )g при T = const , d g

rσ( ) < 0  в (3.1), тело 
не перейдет в упругое состояние, как в случае упругопластического упрочняю-
щегося тела [21], а деформация будет продолжаться при меньшем напряжении, 
то есть при разгрузке за счет уменьшения d g

rσ( )  в (3.1) (вектор d g
rσ( )  направлен 

внутрь поверхности нагружения) конец вектора σ σ( ) ( )g
T

g
rd-  будет лежать на 

поверхности нагружения, которая сжимается, и условие пластичности будет 
выполняться.

Скалярное определяющее уравнение для вязкопластического тела будет 
иметь вид:

	 σ β
ε ρ

ε
ρ= −

















Gbm
kTm

b

b s
s2

ln *



,	 (3.2)

где σ  ‒ напряжение течения; β = −0 38 0 58. .  ‒ эмпирический коэффициент, 
зависящий от температуры и деформации в выражении энергии активации 
самодиффузии U Gb= β 3; G  ‒ модуль сдвига; b  ‒ средний модуль вектора 
Бюргерса дислокаций (в оценках для металлов b = ⋅ −3 10 8 см); m  ‒ фактор 
Тейлора для поликристаллов (при хаотической разориентировке зерен m = 3 1. ); 
k = ⋅ −1 38 10 23. Дж/К – постоянная Больцмана; T  ‒ термодинамическая тем-
пература; ε*  ‒ численно равна частоте Дебая νD = −10 1012 13с–1 (практически 
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постоянной для всех металлов частоте тепловых колебаний ионов в кристал-
лической решетке); ρs  ‒ скалярная плотность неподвижных дислокаций в 
деформируемом материале; ε  ‒ скорость деформации.

Оно получено на основе второго постулата физико-математической теории 
необратимых деформаций металлов [3], утверждающего, что для неравновесного 
процесса необратимых деформаций металлов взаимосвязь напряжений, скорости 
деформации и температуры определяется термодинамически активируемыми 
микромеханизмами упрочнения и разоупрочнения и описывается уравнени-

ем  ε ε
τ

= −
−






0 exp

U V
kT . С учетом, что скорость при высокотемпературной 

деформации механизмом скольжения дислокаций контролируется диффузией, 
энергия активации которой равна U Gb= β 3 (β – эмпирический коэффици-
ент, G  ‒ модуль сдвига; b  ‒ средний модуль вектора Бюргерса дислокаций, 
активационный объем равен V b s= −2 ρ объем дислокационного сегмента 
(одноатомной цепочки атомов длиной 1 ρs ), τ σ= m  ‒ интенсивность ка-
сательных напряжений, ε ν ρ0 = D sb  ‒ максимальная скорость пластической 
деформации при отсутствии барьеров для скольжения подвижных дислокаций.

Первое слагаемое в (3.2) – напряжение течения материала при температу-
ре 20 °С. Второе слагаемое – уменьшение напряжения за счет протекания при 
деформации процесса термодинамического возврата.

Необратимая деформация металлов с термодинамической точки зрения яв-
ляется неравновесным процессом, в котором σ  зависит не только от значений 
T  и ε  в рассматриваемый конечный момент времени, но и от закона их изме-
нения в предыдущие моменты времени, то есть зависит от истории нагружения. 
С целью учета истории нагружения модель вязкопластичности формулируется 
в малых, но конечных приращениях. Дифференцирование (3.2) по ρs на малом 
отрезке dε , на котором считаются T и ε = const , дает:
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ρs g( ) .	 (3.3)

Индекс ( )g  здесь и далее обозначает номер расчетного шара g n= 1 2, , ,  
при пошаговом расчете диаграммы деформирования σ ε( )  материала и кривой 
ползучести εс t( ) . При этом на каждом шаге g  интенсивность деформации будет 
получать малое конечное приращение d gε( ) . .= −0 001 0 01  или малое время 
dt g( )  . На различных расчетных шагах T и ε  могут принимать различные значе-
ния, но в пределах шага из-за малости d gε( )  и dt g( ) они считаются постоянными.

Уравнение (3.3) дополняется физическим кинетическим уравнением, опи-
сывающим изменение на шаге d gε( )  действительного структурного параметра 
материала – скалярной плотности неподвижных дислокаций ρs  [3, 4]:
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где λ  ‒ средняя длина свободного пробега подвижных дислокаций.
Первое слагаемое в (3.4) d bgε λ( )  есть приращение плотности неподвижных 

дислокаций на произвольном расчетном шаге g  при приращении деформации на 
величину d gε( )  в условиях отсутствия процессов термодинамического возврата. 
Второе слагаемое – скалярная плотность неподвижных дислокаций, которые 
исчезли на шаге g  за счет работы механизмов термодинамического возврата.

Физическое кинетическое уравнение изменения скалярной плотности не-
подвижных дислокаций при необратимой деформации (3.4) позволяет учиты-
вать историю нагружения и прогнозировать конечное структурное состояние 
материала (скалярную плотность дислокаций и линейный размер зерен) и, 
следовательно, статические характеристики прочности материала после де-
формации [17–19]. 

Известно, что для учета при расчетах ползучести истории нагружения разраба-
тывалась и многие годы совершенствовалась наследственная теория ползучести 
[8]. Однако установлено, что отклонения теоретических кривых ползучести от 
экспериментальных при скачкообразном увеличении и уменьшении напряжения 
при расчетах по наследственной теории ползучести такие же, как и при расчетах 
по другим феноменологическим теориям [22]. При этом повышение точности 
решения прикладных задач сопряжено с возрастающими математическими 
трудностями. В физико-математической теории ползучести [2, 20] используется 
традиционный математический аппарат, она более физична и, следовательно, 
более понятна. Ниже будет показано, что она адекватно экспериментальным 
результатам учитывает историю нагружения и описывает нестационарную полз-
учесть при скачкообразном изменении T  и σ. Сказанное позволяет полагать, 
что кинетическая физико-математическая теория ползучести может явиться 
основой универсального метода решения практических задач ползучести.

На основе (3.1) уравнение для определения σ( )1
T , исходного (начального) 

предела текучести материала, когда g = 1  при конкретных значениях ε и T  
будет иметь вид:
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где ρ
σ

β
s

T

mGb
0

2

2
=
( )
( )

exp

 ‒ исходная (до нагрева и деформации) скалярная плотность 

дислокаций в материале при температуре холодной деформации; σT
exp  ‒ экс-

периментально определенный предел текучести материала при температуре 
холодной деформации (20 °С).

На следующем расчетном шаге g = 2  скорость деформации ε  и темпера-
тура T  могут измениться. Начальное напряжение течения на произвольном 
расчетном шаге g  в этом случае будет:
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В уравнение (3.6) подставляются новые значения εи T , если они изменя-
ются в процессе деформирования.

Из уравнений (3.2), (3.3) и (3.6) следует, что на произвольном расчетном 
шаге g, характеризуемом приращением d gε( ), напряжение течения представ-
ляется в виде

	 σ σ σ( ) ( ) ( )g g
T

gd= + .	 (3.7)

Для пошагового расчета диаграмм деформирования σ ε( )  и кривых ползу
чести εс t( )  уравнения (3.2), (3.3), (3.6) и (3.7) дополняются очевидными 
соотношениями:

	 ρ ρ ρs g s g s gd( ) ( ) ( )= +−1 ,	 (3.8)

	 ε ε ε( ) ( ) ( )g g gd= +−1 .	 (3.9)

Рассчитанное по (3.7) σ( )g  ставится в соответствие определенной по (3.9) ε( )g .
Выше отмечалось, что в физико-математической теории необратимых де-

формаций активные деформации и деформации ползучести не различаются. 
Поэтому физико-математическая теория ползучести металлов строится на основе 
уравнений вязкопластичности. Как и модель пластичности, теория ползуче-
сти разработана в малых конечных приращениях. Это позволяет при решении 
практических задач с использованием пошагового метода расчета учитывать по 
уравнению (3.4) изменение структуры деформируемого материала, связанное 
с изменениями в процессе деформации скорости деформации и температуры, 
то есть учитывать историю нагружения.

Для вывода уравнений одноосной ползучести, описываемой кривой ползу
чести εс t( ) , принимается, что на произвольном расчетном шаге нагружения g , 
характеризуемом малым конечным приращением времени dt g( ) , ε( )g

с  и T g( )  из-за 
малости dt g( )  существенно не успевают измениться, то есть ε, constT = , но могут 
принимать различные значения на последующих расчетных шагах g . Мгновенная 
на произвольном расчетном шаге g  интенсивность скорости деформации ползу-
чести при заданных σ  и T  получается из уравнения (3.1) как:
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Основная переменная теории – время t  вводится в модель подстановкой в 
(3.4) d dtg

c
g

c
gε ε( ) ( ) ( )=  , и физическое кинетическое уравнение изменения дей-

ствительного структурного параметра деформируемого металла – скалярной 
плотности неподвижных дислокаций при ползучести под действием прило-
женной интенсивности напряжения σ( )g

c на шаге g  за время dt g( )  примет вид:
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Интенсивность приращения деформации ползучести за dt g( )  с учетом (3.9) 
определяется как:

	 d dtg
c

g
c

gε ε( ) ( ) ( )=  .	 (3.12)

Интенсивность деформации ползучести, накопленная за g  шагов, рассчи-
тывается из формулы:

	 ε ε ε( ) ( ) ( )g
c

g
c

g
cd= +−1 ,	 (3.13)

а время нахождения образца под нагрузкой определяется по уравнению:

	 t t dtg g g( ) ( ) ( )= +−1 .	 (3.14)

Определенная по (3.13) ε( )g
c  ставится в соответствие времени t g( ), опреде-

ленному по (3.14).
Далее рассчитывается скалярная плотность дислокаций на следующем рас-

четном шаге g +1  как:

	 ρ ρ ρs g s g s gd( ) ( ) ( )+ = +1 .	 (3.15)

Значение ρs g( )+1  подставляется в (3.10), и находится интенсивность скорости 
деформации на расчетном шаге g +1 , и расчетный цикл, включающий фор-
мулы (3.11)–(3.15), повторяется. За g n=  расчетных шагов (циклов) строится 
теоретическая кривая ползучести для конкретного материала при постоянных 
σс  и T  или изменяющихся по заданному закону в течении времени дефор-
мирования t.

Уравнение (3.10) является аналогом уравнения состояния ползучести (2.5) в 
феноменологической теории, а уравнение (3.11) – аналог феноменологического 
кинетического уравнения (2.6).

Из сравнения (3.10)–(3.14) с уравнениями (2.2)–(2.5) следует, что физи-
ко-математическая теория обобщает феноменологические технические теории 
ползучести.

С научной и практической точек зрения большой интерес представляет 
установившаяся (стационарная) ползучесть, протекающая при T = const  с 
постоянной минимальной скоростью деформации ε εmin = =d dtc const.

В феноменологической теории было высказано предположение вначале 
Бэйли [23] затем Одингом [24], что скорость ползучести становится постоянной, 
когда упрочнение и разупрочнение взаимно компенсируются. Однако строго 
доказать это положение в рамках механической теории невозможно. 

В физико-математической теории это положение математически формули-
руется как d s gρ ( ) = 0  в (3.11), то есть первое слагаемое в (3.11) равно второму 
слагаемому. Из этого равенства получается выражение для минимальной ско-
рости установившейся ползучести при одноосном напряженном состоянии в 
виде [20]: 
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Приравнивая выражения (3.16) и (3.10), получаем уравнение для определе-
ния стационарной плотности неподвижных дислокаций ρs

c на установившейся 
стадии ползучести конкретного материала:

	 λρ ε νs
c

Db C= = =* const ,	 (3.17)

где C  по порядку величины равно единице, так как ε ν* ( )= = −D 10 1012 13 с–1.
Выражение (3.17) связывает характеристики дислокационной структу-

ры при установившейся ползучести и может интерпретироваться как новый 
(неизвестный ранее) структурный закон дислокационной ползучести: при 
установившейся дислокационной ползучести металлов с термодинамической 
активацией скольжения дислокаций произведение трех характеристик дисло-
кационной структуры – длины свободного пробега дислокаций λ, скалярной 
плотности неподвижных дислокаций ρs  и модуля вектора Бюргерса дислока-
ций b  – является для данного металла величиной постоянной, не зависящей 
от σc, T и накопленной εc.

Так как b A<= ⋅ =−3 10 8   constсм = const, то из (3.17) следует:

	 λ
ρ ρ

= =
C

b bs s
c

1 .	 (3.18)

Экспериментальными исследованиями влияния деформации ползучести на 
структуру металлов установлено, что общей закономерностью является фор-
мирование к началу установившейся стадии при T с, constσ =  субзеренной 
структуры. В металлофизике известно соотношение для оценки линейного 
размера D  субзерен [3, 4]:

	 D B s= ρ ,	 (3.19)

где B  по порядку величины равно 10.
Из (3.16) следует:

	 ρ
λs

c

b
=

1 .	 (3.20)

Подстановка (3.19) в (3.20) дает:

	 D b= 10 λ .	 (3.21)

Уравнение (3.21) позволяет проводить оценку среднего линейного размера 
зерен и субзерен в металле при расчете на установившуюся ползучесть.

С целью обобщения одноосной теории ползучести на неодноосное напря-
женно-деформированное состояние дополнительно к понятию термодинамиче-
ской разгрузки введены понятия мгновенной функции нагружения и, соответ-
ственно, мгновенной поверхности нагружения. Сформулированы и доказаны 
две теоремы, которые являются обобщением постулата Драккера и принципа 
максимума Мизеса феноменологической теории пластичности (теории течения) 
на вязкопластическую среду [3, 4]. Обобщенный закон дислокационной ползу-
чести сформулирован аналогично обобщенному закону вязкопластичности как 
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где 
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	 sij g ij g ij x g y g z g( ) ( ) ( ) ( ) ( ),= − = + +( )σ δ σ σ σ σ σ0 0 3 .	 (3.25)

4. Учет феноменологической и физико-математической теориями ползучести 
металлов истории нагружения. Совершенная теория ползучести металлов должна 
обеспечивать адекватный результатам экспериментальных исследований расчет 
в самом общем случае нестационарной ползучести, когда в процессе эксплуа-
тации технических устройств изменяются температура, напряжение в деталях и 
скорости необратимой деформации. При этом градиенты этих параметров мо-
гут быть большими. Поэтому в фундаментальных работах [1–3, 25] отмечается 
важность исследования ползучести при изменении температуры и напряжения. 

На рис. 2 приведена заимствованная из работы [25] кривая ползучести алю-
миниевого сплава Д16Т при температуре 150 °С. Из данной работы заимствованы 
также результаты расчета процесса ползучести сплава на основе феноменоло-
гической теории ползучести металлов.

Авторами [25] отмечается, что феноменологическая теория ползучести (теории 
старения и упрочнения) описывает адекватно экспериментальным результатам 
кривые ползучести при постоянном и плавном изменении напряжения с боль-
шего на меньшее. При скачкообразном изменении напряжения с меньшего на 
большее экспериментальная кривая располагается выше расчетной (см. рис. 2), 
и этот результат является общим [2].

Ниже излагаются результаты расчета кривой ползучести, показанной на 
рис. 2, в рамках физико-математической теории.

В эксперименте [25] использовали сплав, подвергнутый закалке и естествен-
ному старению. Химический состав сплава в %: Al – основа; Fe до 0.5%; Si до 
0.5%; Mn 0.3–0.9%; Cr до 0.1%; Ti до 0.15%; Cu 3.8–4.9%; Mg 1.2–1.8%; Zn до 
0.25%; прочие примеси до 0.15%.

Расчет кривой ползучести проводили, как описано в разделе 3 по уравне-
ниям (3.10–3.14).

Характеристики механических свойств сплава Д16Т: предел текучести σ02  при 
температуре 20 °С (холодная деформация) – 380.0 МПа; модуль упругости первого 
рода при T = 20 °С – E = ⋅7 02 104. МПа , T = 150 °С – E = ⋅6 76 104.  МПа; 
модуль упругости второго рода T = 20 °С – G = ⋅2 64 104. МПа, T = 150 °С – 
G = ⋅2 54 104. МПа. 

Параметры расчетных формул определяли согласно рекомендациям [3, 4]: 
исходная (до нагрева и деформации) скалярная плотность неподвижных дис-
локаций в сплаве определялась по формуле:
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	 ρ
σ

β
s

Gbm
0

02
2

2
=
( )
( )

 см–2,	

где σ02 380 0= . МПа ‒ экспериментальный предел текучести при 20 °С; 
β( ) . .T T= ⋅ + =−5 10 0 3639 0 5745  ‒ коэффициент в выражении энергии 
активации самодиффузии в сплаве U Gb= β 3 ; G  ‒ модуль сдвига при 20 °С; 
b = ⋅ −3 10 8см – среднее значение модуля вектора Бюргерса дислокаций в метал-
лах; m = 3 1.  ‒ фактор Тейлора для металлов с хаотической разориентировкой 
зерен; T t C= ° + = + =273 150 273 423 К; k = ⋅ −1 38 10 23. Дж/К – постоянная 
Больцмана; kT = ⋅ ⋅ = ⋅− −1 38 10 423 583 74 1023 23. . Дж; λ = ⋅ −6 10 5 см – сред-
няя длина свободного пробега подвижных дислокаций в сплаве при деформа-
ции. При выполнении расчетов установлено, что теория адекватно описывает 
экспериментальную кривую ползучести при β = 1 71. , т.е. при значении в три 
раза больше рассчитанного по вышеприведенной формуле. Повышение энер-
гии активации самодиффузии может быть связано с термической обработкой 
сплава. Известно, что структура сплава Д16Т после закалки и естественного 
старения чрезвычайно стабильна.

Результаты расчета кривой ползучести сплава Д16Т при скачкообразном 
изменении напряжения с меньшего на большее по физико-математической 
теории приведены в табл. 1.

Теоретические кривые приведены на рис. 2. Из него следует, что физико-ма-
тематическая теория хорошо описывает кривую ползучести сплава до и после 
скачка напряжения (расчетная кривая идет строго по экспериментальным точкам). 
Феноменологическая теория ползучести хорошо описывает эксперименталь-
ную кривую до скачкообразного увеличения напряжения. После увеличения 
напряжения расчетная кривая лежит значительно ниже экспериментальной.

Установлено также, что скачкообразное увеличение напряжения с 
σ1 292=  МПа до σ2 340=  МПа обусловливает и скачкообразное увеличение 
скорости деформации с ε( ) .4

80 2 10= ⋅ − с–1 до ε( ) .5
87 0 10= ⋅ −  с–1 (см. табл. 1). 

Скачкообразное увеличение скорости необратимой деформации приводит  

Таблица 1. Результаты расчета кривой ползучести на рис. 2 на основе физико-
математической теории

g
ε( )g

c , с–1 d g
cε( ), % ε( )g

c , % d sρ , см–2 ρs, см–2 dt, ч

1 1.1∙10–8 18.80∙10–5 18.80∙10–5 0.013∙1010 0.823∙1010 5.0
2 0.6∙10–8 10.7∙10–5 28.7∙10–5 0.01∙1010 0.833∙1010 5.0
3 0.155∙10–8 3.60∙10–5 32.2∙10–5 0.003∙1010 0.835∙1010 5.0
4 0.2∙10–8 3.40∙10–5 35.6∙10–5 0.03∙1010 0.836∙1010 6.25
5 7.0∙10–8 17.60∙10–5 53.1∙10–5 0.0 1.1∙1010 0.75
6 7.0∙10–8 12.50∙10–5 65.6∙10–5 0.0 1.18∙1010 6.25
7 0.2∙10–8 3.60∙10–5 69.2∙10–5 ‒ ‒ 5.0
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Рис. 2. Кривая ползучести ( εc в % от t  в часах) сплава Д16Т при температуре 150 °С и изменении 
напряжения с меньшего σ1 292=  МПа (22 ч) на большее σ2 340=  МПа (14 ч) (точки – экс-
перимент [25], сплошная линия – расчет по физико-математической теории, пунктирная – по 
феноменологической теории упрочнения).

Рис. 3. Зависимость скалярной плотности неподвижных дислокаций (ρs в см–2 от t  в часах) 
при ползучести сплава Д16Т при температуре 150 °С и скачкообразном изменении напряжения 
с меньшего с σ1 292=  МПа (22 ч) на большее σ2 340=  МПа (14 ч) (расчет по физико-ма-
тематической теории ползучести).
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к скачкообразному увеличению действительного структурного параметра – ска-
лярной плотности неподвижных дислокаций в сплаве с ρs = ⋅0 836 1010.  см–2 
до ρs = ⋅1 18 1010.  см–2 (см. табл. 1 и рис. 3).

Этот впервые установленный результат находит простое объяснение в физи-
ко-математической теории. Известно, что скорость необратимой пластической 
деформации пропорциональна скалярной плотности подвижных дислокаций 
ρg  в металле, которые и ответственны за необратимую деформацию [3, 4], то есть

	 ε ρ= gbv ,	

где v  ‒ средняя линейная скорость скольжения дислокаций в кристаллической 
решетке. Подвижные дислокации, пройдя путь свободного пробега λ, оста-
навливаются на барьерах и превращаются в неподвижные. Следовательно, чем 
больше подвижных дислокаций в металле, тем больше будет неподвижных ρs.

На рис. 3 видно, что скалярная плотность неподвижных дислокаций увели-
чивается с 0 836 1010. × см–2 до 1 18 1010. ×  см–2 за небольшой промежуток времени 
с момента увеличения напряжения с σ1 292=  МПа до σ2 340=  МПа.

С целью проверки адекватности описания ползучести физико-математиче-
ской теорией при скачкообразном уменьшении напряжения было проведено 
моделирование результатов другого эксперимента авторов в [25] на сплаве 
Д16Т при температуре 200 °С, в котором напряжение скачком уменьшалось с 
σ1 160=  МПа (24 ч) на σ2 120=  МПа (26 ч). Результаты расчета показаны 
на рис. 4. При расчете принимали следующие значения входящих в расчетные 
формулы величин: модуль упругости второго рода сплава Д16Т при температуре 
200 °С: G = ⋅2 50 104. МПа; β = 1 15. ;  νD = ⋅5 1012 с–1; kT = ⋅ −652 7 10 23. Дж.

Рис. 4. Кривая ползучести ( εc в % от t  в часах) сплава Д16Т при температуре 200 °С и 
скачкообразном изменении напряжения с большего с σ2 160=  МПа (24 ч) на меньшее  
σ1 120=  МПа (26 ч). Точки – эксперимент [25], сплошная кривая – расчет (расчет по физи-
ко-математической теории ползучести).
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Изложенные результаты однозначно свидетельствуют о том, что кинетическая 
физико-математическая теория ползучести металлов описывает в соответствии 
с экспериментальными результатами ползучесть со скачкообразными измене-
ниями напряжения как с меньшего на большее, так и наоборот. Следователь-
но, это единственная на сегодняшний день теория, которая решает основную 
проблему теоретического описания ползучести – учета истории нагружения. 
Этот факт свидетельствует о перспективности применения теории в проекти-
ровочных расчетах при создании изделий новой техники.

Как отмечалось ранее, в физико-математической теории необратимых де-
формаций металлов из-за общности атомных механизмов деформации они не 
подразделяются на активные и деформации ползучести. Анализ определяющих 
уравнений объемной ползучести (3.22) свидетельствует об их математической 
аналогичности определяющим уравнениям теории пластичности – теории те-
чения [3]. Поэтому при разработке инженерного программного продукта для 
решения задач в общем случае неустановившейся ползучести с использованием 
метода конечных элементов за основу можно взять известный и хорошо заре-
комендовавший себя при решении задач пластичности пакет DEFORM-3D. 
Доработка этого пакета будет связана с разработкой части программы, обеспе-
чивающей при решении задач ползучести учет истории нагружения.

Алгоритм решения этой задачи видится следующим. После определения 
компонентов напряженно-деформированного состояния в узлах конечно-эле-
ментной сетки на расчетном шаге g с использованием программы DEFORM-3D 
из уравнений (3.22)–(3.25) рассчитываются изменения в узле, произошедшие 
на шаге (g) – d d dTg g gρ σ( ) ( ) ( ), , , по формулам (3.2), (3.4). Для определения dT g( )  
параллельно с механической задачей необходимо решать тепловую задачу.

После определения изменений параметров, ответственных за историю на-
гружения, находятся их полные значения для определения характеристик на-
пряженно-деформированного состояния в узле на следующем расчетном шаре 
(g+1) по формулам (3.5)–(3.7) и T T dTg g g( ) ( ) ( )= +−1 .

Далее по (3.10) находится интенсивность скорости деформации ползучести 
εc  на расчетном шаге (g+1), задается приращение времени dt , и с применением 

формул (3.22–3.25) и пакета DEFORM-3D находятся компоненты напряжен-
но-деформированного состояния при ползучести в узлах конечно-элементной 
модели на шаге (g+1). За n расчетных шагов получаем полную картину напря-
женно-деформированного состояния детали за время ее эксплуатации в усло-
виях неустановившейся ползучести.

5. Заключение. Описанные закономерности изменения макро- и микрохарак-
теристик сплава Д16Т при ползучести в условиях скачкообразного изменения 
напряжения не могут быть установлены и описаны в рамках феноменологи-
ческой теории ползучести металлов, в которой не учитывается действительная 
структура и ее изменение при деформации.

Анализ физического кинетического уравнения изменения действительного 
структурного параметра металлов – скалярной плотности неподвижных дис-
локаций показывает, что при пошаговом расчете ползучести в малых, но ко-
нечных приращениях, возможен последовательный учет истории нагружения. 
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Предложен возможный вариант алгоритма доработки известного программ-
ного продукта DEFORM-3D, обеспечивающего решение задач ползучести.

Из сказанного следует, что физико-математическая теория ползучести ме-
таллов может стать эффективным инструментом для проведения проектиро-
вочных расчетов при разработке изделий новой техники.
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ON THE KINETIC PHYSICAL AND MATHEMATICAL METAL CREEP 
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Abstract – The rationale for the prospects of using the physical and mathematical 
theory of metal creep in creep computations is carried out by a comparative analysis 
of the classical phenomenological and physical and mathematical metal creep 
theories. On the example of the description by both theories specific results of non-
stationary creep experiments and analysis of the theories equations it is shown that 
implementing the physical kinetic equation for the actual structural parameter of 
the material, namely the scalar density of immobile dislocations, makes the physical 
and mathematical theory universal for solving non-stationary metal creep problems 
with multiaxial loading, when change, including abruptly, temperature, forces and 
loading rates.

Keywords: creep of metals, creep curve, loading history, structural parameter, 
physical kinetic equation
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Построено новое замкнутое решение неосесимметричной связанной 
нестационарной задачи термоэлектроупругости для длинного пьезоке-
рамического цилиндра при удовлетворении граничных условий тепло-
проводности 1-го и 3-го рода. Цилиндрические поверхности элемента 
электродированы и подключены к измерительному прибору с большим 
входным сопротивлением. Ограничение скорости изменения темпера-
турного поля на внутренней поверхности цилиндра позволяет включить 
в математическую формулировку задачи уравнения равновесия, элек-
тростатики и теплопроводности. Для исследования полученной неса-
мосопряженной системы уравнений и построения замкнутого решения 
применяется обобщенное биортогональное конечное интегральное пре-
образование. Полученные зависимости позволяют определить темпера-
турное, электрическое и упругое поля в пьезокерамическом цилиндре, а 
также разность потенциалов между его электродированными поверхно-
стями при действии нестационарного неосесимметричного температур-
ного “воздействия”.

Ключевые  слова: неосесимметричная задача термоэлектроупругости, 
длинный пьезокерамический цилиндр, биортогональные конечные ин-
тегральные преобразования
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1. Введение. Для описания и усовершенствования работы приборов, прин-
цип действия которых основывается на взаимном влиянии термоэлектро
упругих полей [1–4], используются различные математические теории [5–7]. 
При этом достаточно слабый эффект влияния скорости изменения объема 
тела на температурное поле удается учесть только с помощью построенных 
замкнутых решений. В этом случае для преодоления математических про-
блем при интегрировании системы несамосопряженных дифференциальных 
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уравнений, как правило, рассматриваются задачи в осесимметричной поста-
новке. Здесь можно отметить работы, в которых исследуются задачи для гра-
диентно-неоднородного пьезокерамического слоя [8, 9], длинного цилиндра 
[10–17] и полой сферы [18, 19].

В настоящее время можно отметить небольшое количество исследований 
в неосесимметричной постановке, в основном статических задач термоэлек-
троупругости. В частности, в работах [20–22] рассматриваются задачи для 
функционально-градиентного пьезокерамического длинного цилиндра при 
отсутствии потенциала на его электродированных поверхностях. В статьях [23, 
24] анализируется характер изменения термоэлектроупругих полей в цилиндре, 
подверженном температурному и механическому воздействиям. Здесь также 
можно отметить задачу для длинного пьезокерамического цилиндра под не-
стационарным температурным воздействием [25], для которой было построено 
замкнутое решение в несвязанной постановке.

Целью настоящей работы является разработка алгоритма решения связанной 
неосесимметричной задачи термоэлектроупругости для длинного пьезокера-
мического цилиндра в случае удовлетворения на его поверхностях граничных 
условий 1-го и 3-го рода. Ограничение скорости изменения температуры на 
внутренней поверхности элемента дает возможность не учитывать его инерци-
онные характеристики, что позволяет использовать при формулировке задачи 
уравнения равновесия, электростатики и теплопроводности. Замкнутое реше-
ние строится обобщенным методом биортогональных конечных интегральных 
преобразований.

2. Постановка задачи. Рассматривается полый длинный пьезокерамический 
цилиндр (расчетная схема представлена на рис. 1), занимающий в цилиндриче-
ской системе координат область Σ = ( ) ∈ [ ] ∈ [ ) ∈{ }r z r a b z R* * * *, , | ; , ; ,ϕ ϕ π0 2 .

В общем случае разработанный ниже алгоритм расчета позволяет удовлетво-
рить произвольные граничные условия теплопроводности. Рассматриваемый в 
работе частный случай предполагает удовлетворение на внутренней поверхно-
сти ( r a∗ = ) граничного условия 1-го рода в виде неосесимметричной неста-
ционарной функции температуры ω ϕ1

*( , )*t . На внешней поверхности ( r b∗ =
) задано граничное условие 3-го рода – закон конвективного теплообмена при 
известной температуре окружающей среды ϑ* . Поверхности цилиндра имеют 
электродное покрытие и подключены к измерительному прибору с большим 
входным сопротивлением. При этом внутренняя поверхность заземлена.

Математическая формулировка задачи в безразмерной форме включает 
дифференциальные уравнения равновесия, электростатики, теплопроводно-
сти и краевые условия для радиально поляризованного пьезокерамического 
материала с гексагональной кристаллической решеткой класса 6mm  [26, 27]:
	 L L L Lm m m mU V+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) =1 2 3 4 0Φ Θ , при m = 0 4 8, , ,	(2.1)
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Рис. 1. Расчетная схема.
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В системе (2.1)–(2.7) U r t*
* *, ,ϕ( ), V r t*

* *, ,ϕ( ), Φ*
* *, ,r tϕ( ), Θ*

* *, ,r tϕ( ) – ком-
поненты вектора перемещений, потенциал электрического поля и температура 
тела в размерной форме; Т0  – температура первоначального состояния тела; cms , 
ems, εms  – модули упругости, пьезомодули и коэффициенты диэлектрической 
проницаемости пьезокерамического материала при m s, ,{ } = 1 5  ; γ11 , γ33  – 
компоненты тензора температурных напряжений ( γ α11 11= c t , γ α33 33= c t  ); 
g3  – пирокоэффициент; Λ, k, αt  – коэффициенты теплопроводности, объ-

емной теплоемкости и линейного температурного расширения материала; α  – 
коэффициент теплоотдачи.

С учетом того, что внутренняя поверхность элемента заземлена, напряже-
ние холостого хода ψ∗ ∗( )t  определяется путем осреднения потенциала по его 
внешней поверхности:

	 ψ
π

ϕ ϕ
π

∗
∗

∗
∗( ) = ( )∫t t d

1
2

1
0

2

Φ , , .	 (2.8)

3. Построение общего решения. На первом этапе решения задачи (2.1)–(2.7) 
применяется конечное косинус- и синус-преобразования Фурье [28] при ис-
пользовании следующих трансформант и формул обращения:
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При реализации преобразования (3.1), (3.2) с учетом периодичности решения 
(2.6) в пространстве изображений получается следующая начально-краевая задача:
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где
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Далее производится приведение неоднородных граничных условий (3.5)–
(3.7) к однородным с применением следующих разложений:
U r n t H r n t u r n tH H, , , , , ,( ) = ( )+ ( )1 , V r n t H r n t v r n tH H, , , , , ,( ) = ( )+ ( )2 	 (3.9)

ΦH Hr n t H r n t r n t, , , , , ,( ) = ( )+ ( )3 φ , ΘH Hr n t H r n t T r n t, , , , , ,( ) = ( )+ ( )4 ,

где
H r n t H r n t H r n t H r n t f r f r1 2 3 4 1 4, , , , , , , , , , , ,...,( ) ( ) ( ) ( ){ } = ( ) ( ){ }} ( ) + ( ) ( ){ }ω ϑ1 5 8H Hn t f r f r, ,...,

H r n t H r n t H r n t H r n t f r f r1 2 3 4 1 4, , , , , , , , , , , ,...,( ) ( ) ( ) ( ){ } = ( ) ( ){ }} ( ) + ( ) ( ){ }ω ϑ1 5 8H Hn t f r f r, ,...,

f r1( )… f r8 ( )  – дважды дифференцируемые функции.
Подстановка (3.9) в (3.3)–(3.8) при выполнении условий

r R= ,1 : ∂
∂
+ + +

∂
∂
− =

H
r

a
H
r

a n
H
r

H
r

H1
3

1
3

2 3
4 0 , 

	 r
H
r

H nH a nH
∂
∂
− − − =2

2 1 14 3 0 	 (3.10)

H r R3 0| = = , −∂
∂
+

∂
∂
+ + +









 =
=

H
r

a
H
r

a
H
r

a n
H
r

a H
r

3
8

1
9

1
9

2
11 4

1

0
|

H r R H4 1| = = ω , ∂
∂
+







 =
=

H
r

a H a
r

H
4

15 4
1

15
|

ϑ

позволяет преобразовать задачу (3.5)–(3.7) к стандартной форме относительно 
функций uH , vH , φH , TH :

   L L L Lm H m H m H m Hu v T F F F+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) = { }1 2 3 4 1 2 3φ , , , 

	 при m = 0 4 8, , 	 (3.11)

	 L T
t

T a u a n
v
r

a
r

FH H H
H H

13 12 12 13 4( )− ∂
∂

+ ∇ + −
∂
∂







 =

φ 	 (3.12)

r R= ,1 :  ∂
∂
+ + +

∂
∂
− =

u
r

a
u
r

a n
v
r r

TH H H H
H3 3 0

φ , 

	 r
v
r

v nu a nH
H H H

∂
∂
− − − =14 0φ 	 (3.13)
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φH r R| = = 0 , −∂
∂
+

∂
∂
+ + +







 =
=

φH H H H
H

r
r

a
u
r

a
u
r

a n
v
r

a T8 9 9 11
1

0
|

	 (3.14)

	 TH r R| ,= = 0  ∂
∂
+







 =
=

T
r

a TH
H

r
15

1

0
|

	 (3.15)

t = 0 :	 u v T H r n H r n H r n H r nH H H H, , , , , , , , , , , , , ,φ{ } = − ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 40 0 0 0 	
(3.16)

где

F H H H Hp m m m mL L L L= − ( )+ ( )+ ( )+ ( )





+ + + +

   

1 1 2 2 3 3 4 4 , 

F L H
t

H a H a n
H
r

a
H
r4 13 4 4 12 1 12

2
13

3= − ( )+ ∂
∂

+ ∇ + −
∂
∂











 , 

при p{ } = 1 2 3, , , m{ } = 0 4 8, ,  соответственно.

Для решения системы (3.11)–(3.16) применяется биортогональное конечное 
интегральное преобразование (КИП) с неизвестными компонентами собствен-
ных вектор-функций K n rin1 λ , ,( )… K n rin4 λ , ,( )  и N n rin1 ∝ , ,( )… N n rin4 ∝ , ,( ) :

G n t T a u a n
v
r

a
r

rK nin H H
H H

R

in( , , ) ( , ,λ
φ

λ= + ∇ + −
∂
∂











∫ 12 12 13

1

4 rr dr) 	 (3.17)

	
u v T G n t

N n r N n r N
H H H H in

i

in in in, , , ( , , )
, , , , , ,

φ λ
µ µ µ

{ } =
( ) ( )

=

∞

∑
1

1 2 3 ,, , , , ,n r N n r

K

in

in

( ) ( ){ }4
2

µ 	

(3.18)

K K n r N n r rdrin in in

R

2
4 4

1

= ∫ ( , , ) ( , , )λ µ ,

где λin , µin  – собственные значения функций K n rk inλ , ,( )  и N n rk inµ , ,( )  при 
k = 1 4... .

Особенностью биортогонального КИП является то, что трансформанта 
(3.17) и формула обращения (3.18) содержат две ядровые вектор-функции: со-
пряженные K n rk inλ , ,( )  и инвариантные N n rk inµ , ,( ) .

При биортогональном КИП формируется счетное множество задач для 
трансформанты G n tin( , , )λ :

d
dt

G n t F n tin in H in+






 =λ λ λ2 ( , , ) ( , , ) , при i = ∞1, ; n = ∞0,

t = 0 :	 G n Gin Hλ , ,0 0( ) = ,	
решение которых имеет вид:
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G n t G t F n tin H in H in

t

in( , , ) exp ( , , )expλ λ λ τ λ τ= −( )+ −( )



∫0

2

0

2 ddτ ,

где 

F n t F K F K F K F K rdrH in in in in in

R

λ , ,( ) = − + + +( )∫ 1 1 2 2 3 3 4 4

1

, 

G H a H a n
H
r

a
H
r

rK drH
tR

in0 4 12 1 12
2

13
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0

1

4= − + ∇ + −
∂
∂










=

∫
|

.

Также формируются две однородные задачи. Первая – относительно функ-
ций K n rin1 λ , ,( )… K n rin4 λ , ,( ) :

	  L LK K a
d
dr

a
r

d
dr

a n

r
Kin in i1 1 2 2 8 9

10
2

2 3
1( ) + ( ) + ∇ − −
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





 nn in
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dK
dr

− =λ2
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4 0 	

(3.19)

 
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3
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3 2
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Вторая – относительно функций N n rin1 µ , ,( )… N n rin4 µ , ,( ) :

	    L L L Ln in n in n in n inN N N N+ + + +( ) + ( )+ ( )+ ( ) =1 1 2 2 3 3 4 4 0 , 
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	 при n = 0 4 8, , 	 (3.21)
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3( ) + + ∇ + −
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где 
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В краевых задачах (3.19), (3.20) и (3.21), (3.22) при вычислении пер-
вых членов ряда (3.18), обеспечивающих его сходимость, коэффициенты 

λ λ µ µin in in ina a a a a a2
12

2
13

2
12

2
13 1 11, , , ...{ } { } (для пьезокерамических материалов

a a12 13
4 61 5 10 10, ,{ } = ÷( )×{ }− − ). Учитывая малость a12  и a13 , при решении 

(3.19)–(3.22) можно пренебречь слагаемыми при данных коэффициентах и 
получить следующие выражения для функций K n rin1 λ , ,( ) … K n rin4 λ , ,( )  и 
N n rin1 µ , ,( )… N n rin4 µ , ,( ) :
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p4 6 6 11
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n n in n n inD J r D Y r

=
∑ + ( )+ ( )

1

6

7 8λ λ
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K n r D m a a nA a B m G rin pn p pn pn p in
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N n r E J r E Y rin n n in n n in4 7 8∝ ∝ ∝, ,( ) = ( )+ ( ) ,
где V n r N n s n r N drp p

s
in p p p

s
in

p p= + +( )−
−

−
−
∫2 1

1
4 2 1 2 4  при p = 1 6, ; Jn ...( )  , 

Yn ...( )  – функции Бесселя I и II родов порядка n [30]; Gn mp, ...( )  – неэлемен-
тарные функции Ломмеля; m1 … m6 , s1 … s6  – действительные корни двух 
бикубических уравнений; A pn1 , A pn2 , B pn1 , B pn2 , n1 … n12  – коэффициенты, 
сформированные при решении (3.19), (3.21).
Подстановка K n rk inλ , ,( ) , N n rk inµ , ,( )  в (3.20), (3.22) позволяет определить по-
стоянные D n1 … D n4 , E n1 … E n4  и сформировать трансцендентные уравнения для 
определения собственных значений λin , µin .

При применении к трансформанте G n tin( , , )λ  формул обращения (3.2), (3.18) 
с учетом (3.9) определяются окончательные выражения для U r t, ,ϕ( ) , V r t, ,ϕ( ) , 
Φ r t, ,ϕ( ) , Θ r t, ,ϕ( ) :
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Функции f r1( )… f r8 ( )  определяются из системы уравнений 
   L L L Ln n n nH H H H+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) =1 1 2 2 3 3 4 4 0 , при n = 0 4 8, ,

L H13 4 0( ) =
и удовлетворения (3.10), что позволяет упростить (3.11), (3.12).

4. Численный анализ результатов. В качестве образца рассматрива-
ется полый цилиндр ( b = 0 02.  м, a = 0 005.  м) изготовленный из пье-
зокерамики PZT-4, имеющий следующие характеристики [27, 31]: 
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c c c c11 13 33 44
1013 9 7 43 11 5 2 56 10, , , . , . , . , .{ } = { }×   П а ,  ρ = 7600   к г / м 3 , 

ε ε11 33
96 45 5 62 10, . , .{ } = { }× −  Ф/м, e e e15 31 33 12 7 5 2 15 1, , . , . , .{ } = −{ }  Кл/ м2, 

k = ×3 106   Д ж / ( м 3× К ) ,  Λ = 1 6.   В т / ( м × K ) ,  αt = × −0 4 10 5.   К – 1, 
g3

60 6 10= − × −.  Kл/(м2×К). Коэффициент теплоотдачи в случае естествен-
ной конвекции: α = 5 6.  Вт/(м2×K).

Изменение температуры ω ϕ1
*( , )*t  задается в виде следующей зависимости:

ω ϕ
θ

ϕ ϕ
θ

π1 2 2
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
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где Y t T
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t H t t H t t∗ ∗ ∗
∗
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∗( ) =
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


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−( )+ −( )max
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max maxsin

≠
2






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





; θ  – угол охвата 

участка изменения температуры, представлен на рис. 2; H ...( )  – единичная 
функция Хэвисайда; Tmax , tmax

* – максимальное значение функции температуры 
и соответствующий ему момент времени (Tmax = 373  K (100 °C); T0 293=  K 
(20 °C); tmax

∗ = 1  с).
Температура воздуха ϑ* соответствует температуре исходного состояния 

тела Т0 , т.е. ϑ = 0.
На рис. 3, 4 изображены графики изменения функций Θ r t, , *ϕ( ), U r t, , *ϕ( )  

и V r t, , *ϕ( )  по ϕ  в момент времени t t∗
∗= 500 max  при θ π= 2  (установивший-

ся температурный режим). Рис. 3 иллюстрирует распределение температуры на 
внешней ( r = 1) и внутренней ( r R= ) поверхностях. На рис. 4 цифрами 1 и 2 

Рис. 2. Участок изменения температуры на внутренней поверхности полого цилиндра.
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Рис. 3. Изменение температуры Θ r t, , *ϕ( )  по угловой координате ϕ  при t t∗
∗= 500 max: сплош-

ная линия – r = 1 , пунктир – r R= .

Рис. 4. Изменение радиального U r t, , *ϕ( )  и тангенциального V r t, , *ϕ( )  перемещений по 
угловой координате ϕ  при t t∗

∗= 500 max : 1 – r = 1 ; 2 – r R= ; сплошная линия – с учетом, 
пунктир – без учета электрического поля.
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обозначены графики при r R= 1, , а сплошной линией и пунктиром – с учетом 

и без учета электрического поля соответственно.
На основании анализа полученных результатов можно сформулировать 

следующие выводы:
1) при изменении температуры на части ( θ π= 2 ) внутренней поверхности 

цилиндра ( r R= ) функция приращения температуры на внешней поверхно-
сти ( r = 1) изменяется от 6 до 38 °С. При этом увеличение θ  приводит к росту 
Θ 1 500, , *ϕ t( ), и в случае θ π= 2  (осесимметричная задача) величина данной 
функции будет постоянной и равной 73 °С;

Рис. 5. Изменение окружных нормальных напряжений σϕϕ r t, , *0( ) [Па] по радиальной коор-
динате r : 1 – t t∗

∗= max ; 2 – t t∗
∗= 300 max ; 3 – t t∗

∗= 500 max .

Рис. 6. Изменение электрического потенциала Φ r t, , *ϕ( )  по угловой координате ϕ : 
1 – t t∗

∗= 100 max ; 2 – t t∗
∗= 300 max ; 3 – t t∗

∗= 500 max .
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2) влияние электроупругих полей на температурное учитывается в алгорит-
ме решения с помощью трансформанты нагрузки G n tin( , , )λ  и проявляется в 
том случае, когда коэффициенты связанности a a12 13

210,{ } ≥ − . Поэтому при 
исследовании пьезокерамических элементов, для которых параметры a12 , a13  
существенно меньше, в случае определения температурного поля можно ис-
следовать только уравнение теплопроводности (2.2) в несвязанной постановке;

3) радиальная поляризация материала и образование электрического поля 
в процессе деформирования цилиндра приводит к увеличению его жесткости 
в данном направлении. Поэтому на участке − ≤ ≤π ϕ π4 4  увеличение тол-
щины стенки пьезокерамического элемента существенно ниже по сравнению 
с результатами, полученными для материала с аналогичными механическими 
характеристиками. На других участках толщина стенки цилиндра отличается 
незначительно (см. рис. 4, а);

4) при определении тангенциальных перемещений V r t, , *ϕ( )  наблюдается 
обратная картина: наличие электрического поля приводит к их увеличению 
(см. рис. 4, b).

На рис. 5 приведены эпюры, характеризующие изменение окружных нормаль-
ных напряжений σ ϕϕϕ r t, , *( )  вдоль радиальной координаты. Цифрами 1, 2 и 3 
обозначены результаты для t t∗

∗= max , t t∗
∗= 300 max, t t∗

∗= 500 max соответственно.
Из анализа зависимостей следует, что на первом этапе деформирования  

(t t∗
∗= max ) рассматриваемого элемента наблюдаются наибольшие напряжения 

σ ϕϕϕ r t, , *( )  вследствие неравномерного распределения температуры по толщине 
стенки. Дальнейший прогрев конструкции приводит к снижению σ ϕϕϕ r t, , *( ). При 
этом зона сжимающих напряжений при установившемся температурном режиме растет.

На рис. 6 отображен характер изменения потенциала Φ 1, , *ϕ t( )  по ϕ  в 
различные моменты времени. Цифрами 1, 2, 3 обозначены результаты для 
t t∗

∗= 100 max ,  t t∗
∗= 300 max , t t∗

∗= 500 max  соответственно.
Здесь следует отметить, что потенциал электрического поля неравномерно 

распределен по угловой координате, принимая наибольшее значение в области 
− ≤ ≤π ϕ π4 4. Таким образом, для более эффективного определения разности 

Рис. 7. Изменение разности потенциалов ψ t( )  по времени: сплошная линия – разрезной 
электрод, пунктир – непрерывное электродное покрытие.
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потенциалов ψ∗ ∗( )t  необходимо использовать на внешней поверхности ци-
линдра не сплошное электродное покрытие, а разрезной по высоте электрод, 
расположенный на участке [-≠ ≠4 4, ].

В качестве подтверждения данных выводов на рис. 7 представлены графики 
изменения разности потенциалов электрического поля в безразмерной фор-
ме ψ ψt e bс t( ) = ( ) ( )−

33 33
1 * . Пунктиром и сплошной линией соответственно 

обозначены результаты для сплошного электродного покрытия, полученные 
на основании соотношения (2.8), и для разрезного электрода – с помощью 
следующего выражения:

ψ
π

ϕ ϕ
π

π

t t d( ) = ( )
−
∫

2
1

4

4

Φ , , .

5. Заключение. Полученное замкнутое решение неосесимметричной связан-
ной задачи позволяет определить все компоненты температурного, электриче-
ского и упругого полей в длинном полом пьезокерамическом цилиндре, а также 
напряжение между его электродированными поверхностями. Преимущество 
представленного алгоритма расчета перед решением несвязанной задачи [25] 
состоит в том, что при исследовании уравнений равновесия и электростатики 
не требуется проводить аппроксимацию функции температуры, то есть при-
нимается фактический нелинейный характер ее изменения, соответствующий 
физической природе нагрева тел.
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Abstract – A new closed solution to the non-axisymmetric coupled non-stationary 
problem of thermoelectroelasticity was constructed for a long piezoceramic cylinder 
for the case of satisfaction of the first and the third kind boundary conditions. 
Cylindrical surfaces were made as electrodes and connected to a measurement 
device with large input resistance. Limitation of a temperature change “load” 
rate made it possible to include equations of statics, electrostatics and thermal 
conductivity in the initial formula. The finite biorthogonal transforms are applying 
to explore a non-selfadjoint system of differential equations and to develop a closed 
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solution. The obtained relations made it possible to determine the temperature and 
electric fields, and the stress-strain state in the piezoceramic cylinder, as well as the 
potential difference between cylindrical surfaces (electrodes) under non-stationary 
non-axisymmetric temperature impact.

Keywords: non-axisymmetric problem of thermoelectroelasticity, long piezoceramic 
cylinder, finite biorthogonal integral transforms
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